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!/ )� ��������� �	 �������� -���%� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � #/
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!� 5����% �������� ������ ��� / ��������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

�" 4�� ����� �,�� �� �	 � 
����� 	������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

�! 4�� ����� �,�� �� �	 � 
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������� +������& (�&������ � � � �*

�� $,�� �� �	 6�%���� �������� ������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � *�

�# $,�� �� �	 � .������% ������ ���������� � � � � � � � � � � � � � � � � � **

�� )����% ��%�� -���% '����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � *�
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��������� .���� � � � � � � � � � � � � � � *!

/ 0����&���� .���� 	�� �� 8����������.�� ��� .�� � � � � � � � � � � � � � *�
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P (A,B,C,D,E) = P (A)P (B)P (C|A,B)P (D|C)P (E|B,C) -/.
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MB(i) i
XMB(i) MB(i)

P (Xk|X1, . . . , Xk−1, Xk+1, . . . , Xn) = P (Xk|XMB(i))

P (A|B,C,D,E) = P (A|B,C)

P (B|A,C,D,E) = P (B|A,C,E)

P (C|A,B,D,E) = P (C|A,B,D,E)

P (D|A,B,C,E) = P (D|C)

P (E|A,B,C,D) = P (E|B,C)



P (A,B|C) = P (A|C)P (B|C)

A B C

A B
Z

• A B Z A
B Z A ⊥ B|Z

A B A ⊥ B|Z B ⊥ A|Z

•

• A B Z

C Z
C C Z
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 �������� �	��	����� 	�� � = Z1, Z2, ..., Zc ��� ��� �
 ���������� �	��	����� ���� ��	�
n = d + c� +�� ����������� ��� ��� �
 �	���� �	��� �� � ��� �� ������� 	� y� 	�� ��� ���
�
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1 



� ����� ���	
��� �� ��
���	�	� �� �	�
	 � ���������� �	
���� �� ��	 �����
� ��
���	�

∑
y∈ΩY

∫
ΩZ

f(x, y)dz = 1 ����

�� �����! �
	 ��

�� �����	 �
� ���	 ��
����
 ��� ψ" ��	 ���	 ��
����
� ���� ��
 �	
��	� ��	 ��	� 	�� ���	 ��
����
�! �
� ��	� �� 	 �� ���� �	����
 ��
�����
� �#�
��	�� 	�
�! $%�$�" &
 ��	 '(�����
 ��)� �
	 ��
 �		 ��	 ��
����
 f ���� �	�
	� ��	 ��*	� +��	
���
�� ���
���	� '*��
	
����" ���� ��
����
 �� � ��	��������
 �� ��	 ����� ,��	! ��	�	
χ(x) = {1, exp(−x), exp(x), exp(−2x), exp(2x)}"

f(�) = f(y, z) = a0,y +
k∑
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��
�� �
 ������� � �
��� ������
�� 
� �
���!����

� �-���������� ���%�� .
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Expectation : Qk+1 ← argmaxQF(Q, θk), donde

Qk+1(X) = P (X|Y, θk)
�%3�

Maximization : θk+1 ← argmaxθF(Qk, θ) �%��
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��� �����	
 ��
�	 � ����� �����������

9����	 ��� �����	
����� ��� ����	�������� �	� ����	������ ������ ���������� ���� ��
�������� ��	�� ���� ��� ��� �
 ��� ��� ������� �	��� ��� �� ����� ����	�� ������	 ���
���������	�� ���	� �������� 
�� ��� ����������	� �	� ��� ����������� �
 ��� #������	
$������ �����	�� /,:�� �� ��� "0!02� �� �� ������	� �� �������� ���� 
�� ��� ������
����� �	 ����� ���������	 ������	�� ������ ��� ��������� ��� �� �������� /���	�
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��� ���� ���	�
�� X 	� V 
������ ���	�
�� X
������� MB(X)

����� ��������
MB(X) = ∅
��	�� MB(X) �	���� ���� MB(X) �� ��� ����	��� 	�����	���

·������ Y 	� {V − {X +MB(X)}} ���� ���	�	 �� IM(Y,X|MB(X))
·�	 Y �⊥ X|MB(X)�

·MB(X) ← MB(X) + {Y }
����� ���!������
��� ���� ���	�
�� Y 	� MB(X)�

·�� Y ⊥ X|MB(X)− {Y }�
·MB(X) ← MB(X)− {Y }

"����� MB(X)

�	#��� $%� &��	� '�(��� ��� � �)*& ���������� '����	�# )�#��	���

���� ����	�� ���������� +�	� 	� 
������ ��� ����� 	� �
��	��� ���� ��� �����	��� 
����
�� �����	 �� ��#,�	-��	������ ��� )�. ��� ��� &�. +�� ����( �� ����� ���������� �	��
������ �� ��� �(�� �� &�(��	�� ������-/ ��� �	�� 
� �����	��� 	� ��� ����������	�# ���,
�	���� 01 ��� &�(��	�� 2�����-� �	�� ���	��� ���	�
��� ���(/ 31 ��� &�(��	�� 2�����-�
�	�� ����	����� ���	�
��� ���(/ 41 ��� �	��� &�(��	�� 2�����-�/ ��� 51 ��� &�(��	��
2�����-� �	�� ���	��� ���	�
���

+�� ������������	 ������ 	� 
���� �� � ����� ������ ��� ����	
�� &�(��	�� 2�����-� ��
���� ���#�/ ��� #����	�( ������� ��� 
��� �� ��� ����	
�� ���	��	��� +�� ��( 	� ��	�� ��	�
6
���6 ���	��	�� 	� ������ 	� �����#� � f �����	�� ���� ������ ���� �� ��� ����	
�� &�(��	��
2�����-� +�� ��#��	��� ������( ����� ���� ����� 	� �� ���	��	�� ���� 	������� ��� �����
������	�# �� ���� f �����	�� &�	�# � #����( ��#��	���/ ��� 7��� ��������� �
��	���
	� � ����� ���	���/ ��	�� ��( ��� ��	��	�� �	�� ��� #��
�� ��� ��������(/ ��� �����
����#�� ���� ��� ����	�� 	� ��� ������������	 ��#��	��� ��� ��� �� ����� ����	
�� ����
��� ���� �������	�� 
������ ��( ��� ���	�
��� Xi ��� Xj 	� ��� ������-/ ���� ���� i �= j�

$ )��	�	�� �� ���� �� 
������ Xi ��� Xj ����� 	� ��� �� ���/ ��� �� ��� ���� ����
Xi ← Xj

1 "������ �� �� ���� �� 
������ Xi ��� Xj ����� 	� �� ���/ ������ ��� ��� ���� ����
XinotXj

8 .���#� �� �	����	�� �� �� ���� �� 
������ Xi ��� Xj ����� 	� �� ��� Xi ← Xj

�� Xj ← Xi/ ����#� ��� �	����	�� �� ���� ��� ���� ����� Xj ← Xi �� Xi ← Xj

�������	���( 2��� ���� ����#	�# ��� �	����	�� �� �� ��� ��� ���� 
� ������� ��
��	�	���	�# ��� ��� ��� ���	�# ������� ��� 	� ��� �����	�� �	����	��

9����� ��� ��� ������� �� ����/ �� ���� ��-� 	��� ������� ���� ����� ��� �����	�
������	��� ���� ������ 
� ���������/ �	��� � &�(��	�� 2�����- 	� � :)�/ ��� ���������
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������ ����	�
� D ����� ��� �����	��
 Xi ∈ V �
������ ������� ����� ���� G0�
������� ��� ��� G ���� ��������
 ��� 
������ �������� f �

�
 ���� �
  Gi �= Gi−1!� Best ← f(G)�
"� #����	���
 �� Gi �	������ 	� �������� �� �� �����

·$�� ���� ���� Xi ��� ���� ���� Xj �∈ pa[Xi] 
� ���� Xi ← Xj ���

��� ��������� � ����� �� Gi�
·�� f(G+ {Xi ← Xj}) > Best ���� 
��� ��� 
�������� �

Gi+1 ← Gi + {Xi ← Xj} ��� ������ Best �� f(G+ {Xi ← Xj})�

%� #����	���
 �� Gi �	������ 	� ������� �� �� �����
·$�� ���� ���� Xi ��� ���� ���� Xj ∈ pa[Xi]�
·�� f(G− {Xi ← Xj}) > Best ���� 
��� ��� 
�������� �

Gi+1 ← Gi − {Xi ← Xj} ��� ������ Best �� f(G− {Xi ← Xj})�

&� #����	���
 �� Gi �	������ 	� �����
�� �� �� �����
·$�� ���� ���� Xi ��� ���� ���� Xj ∈ pa[Xi] : G{Xi ← Xj}�
·�� f(G{Xi → Xj}) > Best ���� 
��� ��� 
�������� �

Gi+1 ← Gi{Xi → Xj} ��� ������ Best �� f(G{Xi → Xj})�

'����� �� ��
� ����� �	������� Gi

$����� ""� (�
�� )����� ��� � ������������	 *��������� )������� ���������

�����
 ������ 	� ��
����� ���� ��� ���+��,� ��������� �� ���� 
��� +� �� O(n) ��

�	��
������
- 	���� n ��� ���	�� �� �����	��
  �.��� �� ��- %/"/!� �
 �� ������� 
����- ���
����� ���+��, +��� 	� �
��  +������ ��� ��� 	��+��� �����	��
!� � �������� ���� ��,�


������ ��� ������
 �����
 �	������ ��������������� ���
�	�� �
 �������
�	�����- +����
����+
 ����� ��� ���	�� 
���� �
 ��� 
�� �� ����� 
����
 �� ��� 
�	���+��,
 �����
�� 	�
���� �����	�� �������� +��� ��
 ������
 pa[Xi]- �����
����� �
 fD� ���
- ��� ���	�� 
����
��� 	� �	������ ��������� �� ��� �0������  %1!� ���
 ����+
 �� ��������� ��� 
���� ��� ����
���������- ��,��� ���� ������� ���� ���
� ����
 �2�����- +������ ������ �� ����������� f
��� ��� ��
� �� ��� #��+��,  �.��� �� ��- %/"/!�

f(G) =
n∑

i=1

fD(Xi)  %1!

��� ������� ��������� ��� ��� 
�������� �������� 	� ������������	 ������ +��� �����3
���� ���� ��� �����+��� ����������� 
�������� 
��� �� $����� ""�

������� �������� �
�� ��������� �
 ��� 
��� ����� ��	������- +���� 
����
 �������
����������
���
 +��� ��� ������������	 ���������- 
��� �
 ��� ������� �� �����	�� 
���
�	���- ��� ��� ����� 
����� ���� ��� �����	��
 �� � 
�������  (������ �� ��- %/"4!� ���
��2������ ���
�
�
 �� ��� 
���������� �� �� �������� 
����3���� ������- +���� ����
 �
���� 5���	�� 
����� �������
�- �
 +��� �
 ��� �������� �� ��	��
  ���� +���� ��� ����
�
 ��,��!� ��� ���� ���� �� ��	��
 �
 �� ������� �������� � ����� 	� ������ �+�� ���� ��3
��� �������
- ���
 	���� �	�� �� �	���� ���� ������ 
�������
 �� �������
�� �� ���������
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������ ����	�
� D ����� ��� �����	��
 Xi ∈ V �
������ ������� ����� ���� G0�
������� � ��� G ����� ��������
 � 
������ �������� f �

Best ← G0

I = 0

�
 ���� �
 ��� 
��� ��������� �
 ��� ����
 � ������
� ��������� ������� �
 I = I + 1�
!� "����� ������ ��� �����	�� �����	��
 #���
� ���� �� �������� ����

��� ��	�� ��
�$ ���� ����� ��������
 f(G)� "��� ��� 
�������� �
 Gi+1�
%� �� f(Gi+1) > f(Best)& Best ← Gi+1

'� "����� �� ��� �����	��
 	�������� �� ��� ��	�� ��
� �� ��� �� ���� ����

��� �
�������� ���������� f(Gtabu) > f(Best)�
�� 
�� Best ← Gtabu � Gi+1 ← Gtabu

(� )����� *�	�� ��
��

+����� ��� 	�
� 
��������� G ← Mejor

,�����  !� -�
�� .����� ��� � *�	�� "����� "��������� .������� ���������


��� �
 ������������	& 
���� ���
 �����
 ��� ��������� �� ���� ������� 
�������
 ���� ���
��� � ����� �������� �� ��� ��
� �� -���
��� /�����0 ��������& ��� �������� ���� �����

��� ����� ������ ��������& �� ���
� ������ � ����� ���	�� �� 
����� �����
& �
 �����
�� ��� ��	�� ��
�� �� �
 ��
� ��

�	�� �� ������� � �������� 
�������� �� ��� ��
�& 	�� ���

�������� 
���������� �1���
 ��� ���� ������ �� ����0 ������� � ���� �
 ��	��& �
 ����
�
 ��2������ � ���� ������ ������ �� ������ ���� 
����� ��� ��
��

*�� ���	��� ���� ���
�
 ���� ��� ��	�� ������ �
 ���� �� ������� � �������� �

�����	����& ���� ���� ��� 
������� �
 �������� �
 ��	�� �
 ����� "��� �� ���
� 
�������

��� 	� 	����� ���� ��� 	�
� 
������� ����� 
� ���� *� ����� ������ ��� 
��� 
�������
& 3
�
�������� 4������� 3 ��� ����������& ����� ����� ��� 
�������
 �������� �� ��� ��������

�� ��� ��	�� ��
� �� 	� �������� *�� ��������� �������� �
�� �
 ���� � ���� ���� ��� ��	��
��
� �
 ������� �� �� 
����
 ������ ���� ��� 	�
� 
������� 
� ���� ,������ � 
��� ��������� �

�����& ����� ��� 	� ������ � ������� ���	�� �� ���������
 �� ��� ��������� ���������&
�� �� �� ��� ��
� I ���������
 � 	����� 
������� ��
 ��� 	��� �	������ #-������ �� ��& !5 6$�
,�� � f 
������ ��������& ��� ������� ��������� �� ��� ��	�� ������ ������
 ��� 
��������

��� �� ,�����  !�

�
 ��� 	� 
���& 	��� 
����� �����
���
 ��� 	�
�� �� � f 
������ ��������& ����� �

��
���
�	�� ��� �

�

��� ��� ��� -���
��� /�����0 ��������� �� ���� ����� �� ���
� �

���� ��� ���� ������	��� "��� �� ��� ��
� ������ 
������ ��������
 ��� ��� AIC #
����
����������� ��������$��� ��� BIC #������� ����������� �������� $� *��
� ��������

���� ����� �����
������� ����������� ��� 	��� ���������
 ��� ��
����� �����	��
� -���
��� AIC ��� ��� BIC ��� 
����������
 �� ��������� ��� ��0������� ��������
& ���� ���
���� �����
������ ��� ���� ��� ����� �
 ��� ����& ��� ������� ���� ���������� ���
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��������	
 �� 	�� ����� ���� 	
�� �� �������� �		���	� 	� �������� 	�� �����	 ��
�������	��� ������� 	� ��������	 	�� ���� �� 	�� �	� �������� ����� ����	�� �	 ���
��� �� ��� ���!��"������ �� 	�� D �	� ����	���� 	� � M ���� �� 	�������� ��������
��#

L(D|M)) =
N∑
j

logP (D(j)|M)

=
n∑
i

N∑
j

logP (Di(j)|pa[Xi](j))

��$�

%���� Di(j) �� 	�� ���	��	��	��� �� 	�� &����'�� Xi� �� pa[Xi](j) �� 	�� ���	��	��	��� ��
	�� �����	� �� Xi �������� 	� 	�� M ����� '�	� ��� 	�� ������	 j �� 	�� �	�'���� ���
���'��� (�	� ����� 	�� ��� ��"������ �)��	��� �� ���� �� 	��	 ��� ��� ��� 	��	 ����
���� �	 �� ����	 �� �������� �� �� �����
 ������ �� ��� ��� ��	 � ��
 �������	����
*	 �� 	�������� ��������
 	� ������ � �����	
 	��	 ���&��	� 	�� ���� ���� �&��!�+��	���
	� 	�� 	������� �	�� ,
 �)��	���#

AIC = 2k − 2L(D|M) ��-�

BIC = log(N)k − 2L(D|M) ��.�

,�	� 	�� �������	��� �� AIC �� BIC ��� 	�� ���'�� �� ������	��� 	� '� �����)� ��
	�� ����� ��������	� �� k� '�	 ���
 	�� ��		�� 	�"�� ��	� ������	 	�� ���'�� �� �'���!
&�	����� ��� �����	
 	��� �� ������ �� 	�� ��������� ��	
����
� ������
� �� ��������

�'	������ ����� (�	� ��(�� ����� /��� ���	�'�� ����	���� ����� �� � ����� ������ ��
�������� �� ����� �� 	�� �	�� �	 �� �������'�� 	� ��� AIC ���	�� �� BIC �������� ������
0���� '��� ��	��� ��� ���� �������
 ��� ��� ,�
����� ��	(��"� (�	� � �����
���'�� �� &����'���� ����� 	��
 ������� 	�� ������	��� 	� '� ���	� ��� ���� ����� ��
��	����� 	��� ��� '� ������)� '
 	�� ��������'���	
 ������	
� �	 �� �	��� ���� �����	�!
	������
 ������� 	��� 	�� 	��	 '��� ��	���� ��� �&��	��� �� 	��	 	�� ���'�� ��
��	(��"� �	��� �� ����	�� ��� 	�� 0���� ,��� ��	���� �� 	�� ����� ��	���� �'	����
�� ���� ��"��
 	� '� �����'��� *	 ���	 '� ��� 	��	 	���� ��� ���
 ��	����	�&�� 	� 	�� ���

�� ���� ���� �� ������� ��������
� ����� ������	���� (���� 	�� ��		�� ������� �
���� 	��	 ���&��� 	�� ����	��	 �������	� ��� �	�� (���� 	�� ,�
����� �������� �����	�
	�� ���� 	��	 
���� 	�� ������	 ��"�������
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�� ��	���	�� �� ������ ��������	�� ��� �	�
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���	�����

�� ��������	 �
����� �� �� ����� ����� 
��� �� 
�
���� �� 	������� ������ �� 	�����
	���� 
�	 ��	����	���� ������� �� �
��
���� �� �� ������� �� �� ���
� ������
���� ��
	� ���� �� �� ������ �� ������ �� ����
�  �����
����� �!��
���	 �� "������ #$�$�

%�� �� ������
���� �� �� ����
�  �����
���� 	�&��	 �� "
����� �� ����
��������
�� �
� �������� �
��� �
� �
� �� �� �
��
���� �
� �
�� 
�� ��'����	�  � �� �!
�� �����

�������� 
�� ��� ������ �� ����
�������� 
�� �����
��	 ���� ��
��������� �� 	
�
�
����
�� �������� 
�	 ���� 	����� �
� �� �� ��
�� �� 
 (�
)��( 
�������� %��� 
 ��������
	
�
�
��� �� ����
������ �� �
� �������� ��
�� �� �� �
��
���� �� �� ���	��	 �� �
����
��	

�*

p̂(xi) =
ki
N

+$,-

���� p̂(xi) �� �� �����
��	 ����
������ �� �� i�� ��
�� �� �� �
��
��� X� ki �� ��
������ �� ����
���� �
� �� �
��
��� X �
��� �
� ��
��� 
�	 N �� �� ���
� ������
�� ����
���� ��� ��� �� 	
�
�
�� �� ��������	� �� 
����!��
���� �� �� ����
�
 �����
���� �� �������� �� ���������*

I(X, Y )obs = logN +
1

N

Mx∑
i=1

My∑
j=1

kij log
kij
kikj

+$.-

���� kij 	������ �� ������ �� ������ �
� �� �
��
���� (X, Y ) �
�� �� ��
�� xi 
�	
yi �������������  � 
� ���� ���� �
� ��� ����	 ���������
��� �� ����
�  �����
����
+"����� �� 
�� $//$-�  � 
� ���� �������� �� �
����
�� ��� �
���� �� N ��� �
���� �
�
Mx� �
� �� ����� �
� �� ��	��� 
����	��� �� 0������� +0�������� #...-�

Î(X, Y )real = I(X, Y )obs −
MxMy −Mx −My + 1

2N
+1/-

���� �
� ��� �� ������ �� �������� ��
��� ��� 
�� �
��
��� X� 
�	 �� ���������	�
��� �
��� �� Mx ���� �
��� ���� 
������ ���� ��
��� �
� ���� P (xi) > 0�  � ���� ���	��
�� 	��� ��� �
�� ���� 
������ ���������� ��
����

%�� �
�������
� 	
�
 �� �
� �� �� �
�� �
� �
��
���� ��� 
 �
��� ������ �� ������
��� �
�������� 
�� ����	� %�� ���� �
���� �� ��
	�����
� ����	 �� �
����
���� ����
�
 �����
���� �� ��� �2������ ����� �� �
� &�	 ������
����� �� �
�������� ��� ���� ���
������
������ �� ����� ��� �������� 3���� �� �� �������	 
 ����	 �
��	 �� ���������
�
����������� ��� �	�
 �� �
��	 �� �� �
�� �
� 	������� 	
�
 	� ��� 
�� 
� ���������
��	��� 
�	 �������� �� �
� �� ��	����� �� �
�������� ����� 
 �
��
��� 	��� ��� 
����
�� ������� �� �� ����
�  �����
���� ���	� �������

%�� �� �
����
���� �� ����
� 4��	�����
�  �����
���� +�4 -� ���� Z �� 
 ������ ��
	������� �
��
����� �� �� 	�&��	 
�*

1$



Î(X, Y |Z) =
∑
z∈Z

p̂(z) ∗ Î(X, Y |z) ����

����� p̂(z) 	
� �� ����
��� �� ��� �
��� ������� 
�� Î(X, Y |z) � ��� ����
� ���
����
���� ����
�� ��� ���� ��� �� �� �
��
��� Z �
�� ��� 	�� !��
���� z"

��� ������	�� 
������

#���� ��
����! ��� ���	���� �� ��� $
���
� �������� 
 %��������
� &���
������ '
�
��� �%&'� � ���
����� ����� �
	� 	��� ����	
�� ��� (���
������ �� 
 	���������� �����
�		�����! �� ��� �
�� �� ��� (
����" #� �)
�(�� 	
� �� ��� �� ��� '
��� �� �����
��� (���
������ �� �
���! ���! 	
�	�� � ����	
��� ��(�����! �� 
!� 
�� ������� �� ���
��� ��������
� �� *������ �
 ����� 	���
���� �����!���� �� ����" +�!��� �� ���
��� 	����(�����! $
���
� ������� ��� ��� �
��� ��������� 
����" �� ��� �
� 	�����

�� ��� �� 
 %��������
� &���
������ '
��� ��� 	
� 
�� !����
��� ������ ��� �
�!��
�
(���
�������"� +�� ��� $
���
� ������� �� ��� �)
�(��� ��� ��������! �
�
 �
 ����
���
���� ���� �,- ��������
�� ���� �� ��� '
��� ."

+�!��� ��/ $
���
� ������� ���� ���� � �����
� �
��
���" '��
�
��� ��)� �� �
	� �� ��� �
��
��� ����	
�� ��� (����� �
���

���� 	
� �
��"

0�� �� ��� ��� 	����� ��
����! ������ ��� ��� (
�
����� � ��� ��������

��	
���� �������� ��12�� ���	� 	
� 
�� �� ��� ��  �� ��� �
��� �� �
	� �� ���
��)� �� ��� %��������
� &���
������ '
���" '�� 
��
��
!� �� ��� �12 ������ � ��
�
��� ���������� ��� ��! ����������� �� ��� ������ ������� 	
� �� �
)���3�� �� �
)���3��!
��� ��	
� ���������� �(
�
����" 4���� Xi 
 ��	���� �
���� �
��
��� 
�� pa[Xi] ��� ��
�� ��	���� �
���� �
��
��� ��
� �� �� ��� (
���� �� Xi� ����� � 
 (
�
����� θXi|pa[Xi]

������ ��� ��	
�� �� �� �
 �	���� �	����	� ����	������ �
 ��� �� ��� 	� ��� ������	���� �
 ������

����� �� 	 ���������	� ����	������ �	���� 
���� ���
 ������	���� �
 �
�	��� ���
����� �� ��� ������ 	��
���� �	���� �� ��� �	��� ��������� �� 	�� � !"#$

��



���

��� ����� ����� ���

������
�	
 ��� �� ���� �����
�� ���� ��� ��� ��

����	 �� ���� �	�	���	� �� �	��� ��	  �!	
"�� �	�#��$% &�'� ��(
"��"'��	
 ��	 �)*�	� �+ "��","�)��
 �"����
	� #"�� �)�� '��'	�

��� ���
	 ���- �	
.	'�",	�!- 
	.����	� �! � ���%

+�� 	�'� '�*�"���"�� �+ ,��)	
 ���� '�� ��$	 xi ∈ Xi ��� xpa[i] ∈ pa[Xi]% /� ���	*.� "

*��	 �� 0�� ��	 ,��)	 �+ θX|Pa ���� *�("*"1	
 ��	 �"$	�"�����

LX(θX|Pa|D) =
∏
pa

∏
i

θxi|xpa[i]
����

��� �	
��	���� ������� ��� ������ �� ����� �������	�	��� ��	�� ������ �� ���
����� ������ ���� ���	�	��

∏
x θx ��� ���� ����	���	�� �� ������ ���� ��� �� ��
�� �� ���

������ ����������  ���� ������	�! ��	� �����	��� 	� 	� ����	��� ���� ��� ������ θ̂ ����
���	�	�� ���� ������	�� ���"

θ̂xi|xpa[i]
:=

N(xpa[i], xi)

N(xpa[i])
����

���� 	�� ��� �����	����	 ������� ��� ������ �� ����� ����� ��� ���	���� Xi ��
�� ���
����� xi ���� 	�� ������ ��
� ��� ����	���	�� �� ������ xpa[i]� ��� ��� ����� ������ ��
����� ����� ��� ������ ��
� ���� ����	���	�� xpa[i]� ��� #$% ������ ��� �	��	�� �
������ �	!�	�������� ��� ������ ��� �� ����� ��� ��������� �� ���� 	�������	�� 	�
����	���� ��� 	� ������ �� �������� ���	��� 	�������	�� �� ���	���� ��	� ��� �� ����
�� ��	�! &����	�� ������� �� �� ��	�! � '	�	����� �	���	���	�� ��� �������� ���	���	��
�(�����	� �)*+��

��� 	�����	�� �� ������������� �� ����� �� � '	�	����� �	���	���	�� ������ �� ����,
���� � ���	��� ���	�� 	� � �	��� ��� ���� �� ������ ���� ��	� ������ ��� ����� ������
�� ���	� ���� 	� �� ��������	��� �� � ���	����� ����� �� ��� ��� ����� ���	���� ���� ����
!	���� 	� ������� ��� #$% ������ ���� ���	!�	�! � ���� �����	�	�� �� ���� ������ ���
����� �� ��� α ������������� ���� �� ��	�	��� ��� ��,���	���	�� �� ��������� 	�
������ �� ������� �-����� �� ��� �))��"

θ̂xi|xpa[i]
:=

N(xpa[i], xi) + α(xpa[i], xi)

N(xpa[i]) + α(xpa[i])
��.�

α(xpa[i]) =
∑
xi

α(xpa[i], xi) ��+�

%��� ������������ α(xpa[i], xi)� ���������� ����� �� ���������� �� 	��!	���� 	�,
������� �� � ������ ���	���� Xi ���� ��
�� ��� ����� xi� ���� 	�� ������ ��
� ��� ����!,
����	�� xpa[i]� ��� �	!��� ��� ����� �� ��� ������������� �� ��� '	�	����� �	���	���	���
��� ���� ��� &����	�� /�����
 	� ��0����� �� ��� ���	��� ���	��� ��	�� 	� α = 0� ���

�.
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������� ������� �� ��� ������

������� �	 
������ 
��� ���� 
������� ���������������

��
� �	� ������� 
� �	� ����� �� �	� ���� ��� 	
�� �
 �� ������ �
� 	� 
����
� ���
�
 ���� � � �����
� �������  � �� ����� �	� !�"���� #���
�� ���	 �	� ���� ��
� �	�
������ �	� ��
�������" 
� � "
��� ���
� ����� �� "��� 
� ��� �	
 �
� �
� �
�� 	�����
���� $��$�� �
��� �� �� ���� ���
����� �	� ������ $
�%�� �	�� �� � �������"� ��� �
�
���
����� ��$� �	��� ��� �
�� ��$�
� �	�� $�� �&�$� ���� $��$��� ��� ������� �	�� �	�

���� 
� ��������� � 
�� �� 	��� � �����
�� �	����
��� �
� � ����� 
� ����
�������" ���
����������� �	� � ��'�$��� �� � 	"��� ��������� α(X3 = Y es|X1 =< 20, X2 = No) =
5 ∗ 10−5 ∗ 300 = 1.5 ∗ 10−2� (���� 
�������� �	� ��� 
� �	� 	"������������� �� � �����$��
�� �	� )*����
� ��+�� �
� �	� ������� ,�� ���������� ������ �	�� �	� ����� 
� ��� 
�	��
	"������������ � -��
.

θ̂... =
N(X3 = Y es|X1 =< 20, X2 = No) + α(X3 = Y es|X1 =< 20, X2 = No)

N(X3 = Si|X1 =< 20) + α(X3 = Y es|X1 =< 20)
��/�

θ̂... =
0 + 1.5 ∗ 10−2

42 + 1.5 ∗ 10−2
≈ 0.00036 ��0�

����� θ̂... = θ̂X3=Y es|X1<20,X2=No

������"� �	� ��������� θ̂ ��� ������� �� �	� $
�����
��� ��
�������" ������ �$$
�����
�
 ����� �� (��	
��	 �� �	� ����� �	� $
�����
��� ��
�������" 
� �� ���������� 	����� ����
$��$�� 
� �
� � ����$���� �� ��$	 �
�� 
��" 
�� 
� �	� ��
 ����� � ������� ��$� �	�
$
�������� �
��� �� $��$������ � 1− θ̂� ��$� �	� �������� X3 $�� 
��" ���� ��
 ������

���

1�� ��2+� +�2/� 3/� 4� 5�

������

6� ����7/8��90++ ���0:98��9�;; ��;:8��:� ����008��/9�� ��7+�0
#
 �����+8��999/ ����/�8��90�0 ���+;08��97:� ���:;8��9;9 ��+79�
4�5� ���/�: ���7�: ���+;� ���+0/ �

����� �. )������ 
� � <
�����
��� 4�
�������" ������ 	
���� �	�
�������� ��
�������"� ��� �	� ������ ��� ��� $
�����
���
��
�������" �
� ���� $��$���  � ��$	 �
� � ����$���� �	�

��
�������" 
� 	����� ���� $��$�� ��� �
� 	����� ��� ����$�����"�
�������� �" � ����
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� �	� <
�����
��� 4�
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��� �� ��� �	��
���	�� ��$	 �
� �	� ��
�������" 	
��� ��� �� �
 ;� �
� �	� ��� �������� �� �� ����2
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������� �	
 �� ����������� ������� ������ � �
 ��	� �� �	
��	� ������� �����
�� �	�� 	 ����	�����
 ����������� ��� ��� �	�	����� θ� ����� �������� ��� ������	����
� ������ 	�� � ������� 	 P (θ)� �� ��� �	�� ��� 	���� 	�� ���������	��
 �����������
�� �	�� ����� ����� θ� ��� ����� ����	�����
 �� ��� �	�	 	�� �	�	����� �	� �� �	������
���� ��� ��	�� ���� 	�

P [D, θ] = P [D|θ]P [θ]  !"#

$���� D �������� ��� 	���� �	�	� D = {x(1), x(2), ..., x(M)}� %���&� ��� �	'����
��&������� ����	���� ������� ����� 	 �	��� � ���	���� ��� �	�� �	�	������ ��� �	
��	�
������ � 	��� �� �������� ��� �	�� �	�	����� ��� ������	���
 ������� 	 ����	�������
������������ �
 ��	� �� 	 ����� ����	�����
 P (θ|D) �� ��� �	�	����� ��� ��� ����	�����

� ��� ��� ��	� � ����� �� �� ���	����� 	�� �	� �� �'����� �� 	 �����(�� ���� 	�

P [θ,D] =
P [D|θ]P [θ]

P [D]
 !)#

��� �������	��� P [D] � 	 ����	��	���� ����	��� � �� �	� �� ��� ��	� ��� ��������
����	�����
 � ����������	� �� ��� ��&������� 	�� ��� ����� ������������ *�&������� �
��(��� 	 ������� 	�� ��� ��� ��&������� � �������
 ��� ��� �����(�	���� �� �	����	����
 +�	��	�	��� ,--.#�

L(θ) =
M∑

m=1

logP (x(m)|θ)  /-#

logP (x(m)|θ) = log
∏
i

P (x
(m)
i |x(m)

pa(i), θi)

=
∑
i

logP (x
(m)
i |x(m)

pa(i), θi)
 /.#

�� ����� �� �	�����	�� ��� ��������� �� ��� �������� ��� ����	�����
 ������������
	������� 	�� �	�� ��� ��� ������ ����� θ� ��� (�� � �� ����	� ������������ �� �	0
�	������ ����� � ���(���� �� ��� ��������� �1�	���
 � 	��(���

P (θ) =
∏
i

P (θXi|Pa[Xi])  /,#

��� ����� � ���	� ������������ �� �	�	������ ����� � ���(���� �� ��� ���������
�1�	���
 � 	��(���

P (θX|U) =
∏
u

P (θX|u)  /!#

���� ��� 	������� ������
 ��� �	����	���� �� ��� �������� ������������

P [θ|D] =
∏
i

∏
pa

P (θXi|Xpa[i]
|D)  //#

$���� pa 	�� ��� ������ ���	��� ��	� �	� �	&� ��� �	���� �� ��� Xi ����� 	��
	������� �� ��� P [θ,D]� ��� ��� ����	�����
 ����������� �	&� ���� 	������ ���� ������
	�� �������� ���	���� ���� ��� �	�	�

!2
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	���� 
�	 ��	����	���� ������� �� �
��
���� �� �� ������� �� �� ���
� ������
���� ��
	� ���� �� �� ������ �� ������ �� ����
�  �����
����� �!��
���	 �� "������ #$�$�  � ��
�
�� �� ��� ���������� �
��
����� �� "
���� 	�%������ �� ������� �
� �� �!��
���
��	

����	��� �� �� 	����
����&

I(X, Y ) =

∫
y

∫
x

μ(x, y) log
μ(x, y)

μx(x)μy(y)
dxdy '()*

���� μ(x, y) ���������� �� +���� 	����������� ',�
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M =
RN1/3

3.49σ
'(4*

���� R �� �� �
��� �� �� 	
�
� N �� �� ������ �� 	
�
� 
�	 σ �� �� ��
�	
�	
	���
���� �� �� 	
�
� 5��� �� ��	� �� �� ���� 
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f̂(x) =
1

Nh

N∑
i=1

K(
x− xi

h
) '(:*
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f̂(x) =
1

Nh
√
2π

N∑
i=1

exp(−(x− xi)
2

2h2
) ����

 � ��� ������	��� ���� � ��	����
 ���
��� ��� ������ ����� ��
 �� ����!������ ��
�"�������
� #$%���

hopt = (
4

3N
)1/5σ ��&�

'�������� �� ��� �
������ ���������( ��
���(�

f̂(x, y) =
1

Nh
√
2π

N∑
i=1

exp(−di(x, y)
2

2h2
) �)$�

di(x, y) =
√

(x− xi)2 + (y − yi)2 �)%�

hopt =
σ

N1/6
�)#�

*�� ����!�����
 � ��� +	�	�� ,
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� ��������� �� ��-
�� ��

Î(X, Y ) =

∫ ∫
f̂(x, y) log

f̂(x, y)

f̂x(x)f̂y(y)
dxdy �).�

* ���	�� ��� ���	����
�� ���	���� ��/	���� �	� � ��� �	��� �
������� ��� ���0
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� ��� �	��� �
������ �� �
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 � ���
 � ��� ���������� �!������
 ��� ��� 12 ���
� �"��	�� �� ��� #$$#��

Î(X, Y ) =
1

N

N∑
i=1

log[
f̂(xi, yi)

f̂x(xi)f̂y(xj)
] �)��

�
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�� ��
�
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Î(X, Y |Z) =
∫
z

∫
y

∫
x

f̂(x, y, z) log
f̂(x, y, z)f̂z(z)

f̂x,z(x, z)f̂y,z(y, z)
dxdydz �))�

����� ��� �	
���
 f̂ ��-
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Î(X, Y ) =
1

N

N∑
i=1

log[
f̂(xi, yi, zi)f̂z(zi)

f̂x,z(xi, zi)f̂y,z(yi, zi)
] �)5�
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� �� ��� ������� �������� ������� ��� 	������ ������
�� ��� ���������� ���

‖z − ẑ‖∞ = max(‖x− x̂‖, ‖y − ŷ‖) �� 

!�� 	����� ��� ���� ������� �� 	��"������ �� ���� ��� ���������� �����	��� ��� ��� #����
�����	� 
�� �� 
��
������ ��	�������� ��� ���� ������ ��� $����� %����������� &�����'
�� εk(i)/2 ��� ������
� �� ������� ���� ���� � 	���� i �� ��� k��� ���'����� ��� εx(i)/2 ���
εy(i)/2 ��� ������
� ������� ��� ���� 	����� 	��#�
��� �� ����	�
�� X ��� Y ���	�
�������
!��� ��� 
�� �������� ��� $����� %���������� ���

I(1)(X, Y ) = Ψ(k)− 1

N

N∑
i=1

[Ψ(nx(i) + 1) + Ψ(ny(i) + 1)] + Ψ(N) ��(

)���� Ψ(z) �� ��� ��'���� ���
����� ��� nx(i) ��� ny(i) ��� ��� ������ �� 	�����
����� 	��#�
���� �� ��� X �"�� ��� ��� Y �"�� ����	�
������ ��� ������ ��� ������
� εk(i)�
*�����
�����

nw(i) = |{wj : ‖wi − wj‖ <
1

2
εk(i), i �= j} ��+

,� ����������� ��� 	��	����� ���
� �� �� ��� ��� ������
�� εx(i) �� 
��
����� nx(i)�
��� ��������� εy(i) �� 
��
����� ny(i)� ���� ��� ���� ��	����� �� ���� nx(i) �� ��� ������
�� 	����� ���� ������� ‖xi − xj‖ < εx(i)� ��� ny(i) �� ��� ������ �� 	����� ���� �������
‖yi − yj‖ < εy(i)� !��������� ��� ��� �������� �� ������ ���

I(2)(X, Y ) = Ψ(k)− 1

k
− 1

N

N∑
i=1

[Ψ(nx(i)) + Ψ(ny(i))] + Ψ(N) �-.

!���� �		��"������� ������� 
�� �� �"���	������ �� ���'�� �����������

%� ��� /�'��� 01 ��� 
��
������� �� nx(i) ��� ny(i) ��� ��� ��� �������� �� ��� ��*
��'������ 
�� �� ���� '��	��
����� %� '������� �

�����' �� ��� �"	��������� �������� ��
�� 	��������� �� ��� ��� ������� �		���
� ���� ��� ������� ������
� ε(i) �� ��
� '������
���� ��� �� ��� ���'���� εj(i)� 2�������� �� ���� ��� ���� ���� ��3����� ���������
������� ��� ������� ���������� ������ ��� ��� �����
������ ,������ ��	�
� �� ��'���'��
�� ���� ���������� �� ���� ��� ��������� ����� ������ �"�
��� ���� ��� ��������� 4 ��� 5
��� ����	������� %� ���� �� ��� ��� 
���� ��� �������� ����� ������� ��� ���� ��� ���������
������ ����������� ��� � ���'���� 	�������
 ���	�� 6��� ���� ���� ����' ��� ������
�
������� ��3����� 	����� �� ��� ����� �� ��� ��'������� �� �� ��7���
�� �� ��� ����� ��
��'������ �� ��� ���������� �� ���� �� ��� �� ���� ��� � ��
� ��'��� ����� ���� ��� ������
�� ��������� �� ������� ����� ��� �������� ���� ��'��� ����� �� ��'������ ���� ����� �� ���
���� ��#����� �� 
���� ��� ������
� ε(i)� 6�� ���� ����� �� 
�� ���� �� ��� 
��� ���� nx(i)�
����� 4 �� ��� �������� �� � ��
� ������� ����� �� ��'������� 
��	���� ����� nx(i) = n�
!��������� �� �� ��	�
����� ��	������ ��� ��� ��* ��'������� �� ���������8� ��� ���� �
�
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k = 1
I(1)(X, Y )

nx(i) = 2 ny(i) = 3
I(2)(X, Y )

nx(i) = 1 ny(i) = 3

O(N2)

Î(X, Y |Z) = 1

N

N∑
i=1

ξi

ξi = γ(k)−Ψ(nX,Z,i + 1)−Ψ(nY,Z,i + 1) + Ψ(nZ,i + 1)

nw(i) w = XZ, Y Z, Z
Z

nw(i)



nZY (i) nZX(i)

nZ(i) i
ε(i)
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��� �����	 ��� �������� ����	�	� ������� ��� � �������	 ���
���
���� � �������� 
���� ��������� ���� ��	��	���� ������� �� 
��� �� ������� ���� ���
���� ��� 	�� ���	 ������������ �������� ���� �� � ����� ������ �� ���	 �	 ������	 ���� ��
�������� ����	 
��� ����� ��� �������	��	� �������� ����	�	� ������ 
���� �� ��� �	�
���	 ��� 	���	�� �	� �������� ���� �	 !����� "� #�� ���� 
��� 
� 
��� ����� ��� ���� ��
$������	 ���
����� 
���� �� �� ������� ���� ���� �������� �����
� � 	����� ������������
�����������	� ���� ��������	 ��� ��������� 	�� ������	� �������� ���	� � ���� ������	�
��	�����	� �	 ��� ���� �� ����� �	� ���� ��� �	��������	 ��		�� �� ������	��� 
��� ����
� ������� �	� ���� ����� ��� ��������� ���� �����
 ��	��� �����������	�� ���	 �� ��� ��
������� �� �������� � �� �����	 ������ ��������

% $������	 ���
��� �� � �������	 ���
��� �	 ��� ��������� X = X1, X2, ..., Xn}

���� ��� &��	� ���������� �����������	 �� � ������������ 	����� �����������	 �� ��� ����
N (μ,Σ)� %� ����� $������	 ���
���� ��� ��� ���� �����������	 ����� �� �	� �����
�������	 ���
���� 
��� ��� �����������	 �� � ��'	�� �������� ���	� ��� ���	� �� ����
��������� �	 ��� ()�����	 *+�, 
� ��	 ��� ��� ��	�����	�� ��	���� �����������	 ��'	�� ���
�	� �������� Xi� i = 1.2, ..., n� -�'	�	� pa[i] �� ��� ���	�� �� ��� i 	���� �	� pa[Xi] ��
��� ��� ������	��	� ��� ��������� ���������� 
��� pa[i]� �� ��	 �� ���	 ����.

P (Xi|X1, . . . , Xi−1, Xi+1, . . . , Xn)) = N (μi +
∑
j �=i

bij(xj − μj),
1

vi
) *+�,

/���� μi �� ��� �	��	�����	�� ���	 �� ��� �������� Xi� vi �� ��� ��	�����	�� �����	�� ��
Xi ����	 X1, ..., Xi−1, Xi+1, ..., Xn� �	� bij �� � ��	��� ���0���	� ������	��	� ��� �������	1
��� ���
��	 �	� �
� ��������� Xi �	� Xj� ��������� �� ��	 �� �	�������� ���� ��� �	�
bij �= 0� Xj �� ��� ���	� �� Xi� %� ���� ��� ��	��	���� ���������� ��� ���
��� �� ��'	��
�� � 2���������� -�	���� #�	����	� ���� ��	����	 ������� ��� ����� ��� ���� ��	� �� ���
�������� ���������� ���� � ��	��� �������� �� �)��� �� ���� ��	�� ���������� ��� ��������
���������� ��� � ��	� �� 3�

�	 #����� 4+� 
� ��	 ��� �	 ������ �� � $������	 ���
��� 
��� ����� ���������. ���
���	� ��������� ��� ��� ����� �	 �	 �5 /������� ����� �	� ��� ����� �� ����� ��	� ���� �
����� �	� (��� �� ��� ����� ��������� 
���� ��	���� ��� ������� �� ��� ������ �����	�� �	
��� ����� �� ��� �	� �� ��� ������ ��� � ���� �� �����	�� ���� � ������� #�� ��� ������
�	 #����� 4+� ��� �����������	� ���� ��'	� ���� �� ��� ��������� 
���� �� �� �����
�.

P (X1) ∼ N (μ1,
1

v1
) *+6,

P (X2) ∼ N (μ2,
1

v2
) *+",

P (X3) ∼ N (μ3 + b13(x1 − μ1) + b23(x2 − μ2),
1

v3
) *++,

���������� ��� ��������� �� �� ����	�� ��� ��� �	��	�����	�� ���	� �� ���� ��������
*μi, ��'	�� �	 � ������ *μ = μ1, ..., ..., μn,� ��� ��������� �� ��� �������	��� ���
��	
���� �������� �	� ��� ���	�� *bij, �	� '	���� ��� ��	�����	�� �����	��� �� ���� �������� *vi,
�	�� ��� ���	� ��������� ��� '���� #�� ��� ����� bij �� ��	 �� ���	 ���� ���� �������	�
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vi

bij =
Cov(xi, xj)

σ2(xi)

v−1
i = Σi,i − Σi,pa[i]Σ

−1
pa[i],pa[i]Σ

T
i,pa[i]

Σ(ij) (i, j) Σ

μ̂
Σ̂

M

μ̂i =
1

M

M∑
m=1

x
(m)
i

Σ̂ij =
1

M

M∑
m=1

(x
(m)
i − μ̂i)(x

(m)
j − μ̂j)

X1 X2



μ̂ =

⎡
⎣100200
6.5

⎤
⎦ Σ̂ =

⎡
⎣ 10 0 0.125

0 40 0.031
0.125 0.031 1.2

⎤
⎦

���������� �	
����	��� �������� �� ���� �� �����

b13 =
0.125

1.2
≈ 0.1042 ; b23 =

0.031

1.2
≈ 0.0258 ����

v−1
3 = 1.2−

[
0.125 0.031

] [10 0
0 40

]−1 [
0.125
0.031

]
≈ 1.00531 ����

��� ��� ���������� ��� �
������ ���� �� ��������� 
� �������� ��� ������
	����
����� �� � �� ����!

P (X1) ∼ N (100, 10) ��"�

P (X2) ∼ N (200, 40) ����

P (X3) ∼ N (6.5 + 0.1042(x1 − 100) + 0.0258(x2 − 200), 1.1984) �� �

�

#�$�� � �$������� %��� 
� ��&� �� ��% �� �������� ���&��	� 
������! ' �������
��
�������� %��� ��� ()* ��������� �� ����	�� +������ �������� ������� ���&��	���
��� ����� ����� %���� %� ��&� � ���
�
����� ������
	��� ��� ��� ���������� θ� %����
��������� ��� ����� ��������� �� �� ������ �� P (θ)! , ���� ����� ��� ������� ���
����������� �������� �� ���� ����� ��&� θ! ��� -��� ���
�
����� �� ��� ���� ��
���������� �� 
� �������� 	��� ��� .��� /	�� ���

P [D, θ] = P [D|θ]P [θ] ����

0���� D ��������� ��� ������ ����� D = {x(1), x(2), ..., x(M)}! 1��2� ��� ��$��	�
��2������� ��������� ������� %���� � &��	� �� �
����� ��� ���� ���������� ��� +������
������ �� �
�� �� �������� ��� ���� ��������� ��� 	�������� ����	�� � ���
�
�������
������
	���� 
� ���� �� ��� ��������� ���
�
����� P (θ|D) �� ��� ��������� ���! ����
���
�
����� �� ��� �� ��	��� �� 
� �
������ �� �� 
� �$������� � � ������3�� ����
���

P [θ,D] =
P [D|θ]P [θ]

P [D]
����

��� ��������� P [D] �� � ������4�� ������� �� �� �� 
� ��� ���� ��� ���������
���
�
����� �� ����������� �� ��� ��2������� �� ��� ����� ������
	���! )�2������� ��
��3�� �� �����%�� �� ��� ��2������� �� ������� 	��� ��� ������3����� �� ����	������
�5��������� �66��!

L(θ) =
M∑

m=1

logP (x(m)|θ) ����

��



logP (x(m)|θ) = log
∏
i

P (x
(m)
i |x(m)

pa(i), θi)

=
∑
i

logP (x
(m)
i |x(m)

pa(i), θi)
����
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P (θ) =
∏
i

P (θXi|Pa[Xi]) �!"�
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 �
���	 �� ���� ��	
�
�	
��
 �� ���
�
��� ����� �� ������
	 �� ��
 ���������

������ �� �����
	 

P (θX|U) =
∏
u

P (θX|u) �!#�

��
�
 ��� ���������� �������� ��
 ��������� �� ��
 ����
���� 	����������� 

P [θ|D] =
∏
i

∏
pa

P (θXi|Xpa[i]
|D) �!$�

%�
�
 pa �
 ��
 �������
 ������
� ��� �� �&
 ��
 ��
��� �� ��
 Xi ��	
� �	
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��
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	����������� �� ��
 �������� (
�������� �	 �
��
���� �����
� �� 	�������������

)�� �����
� ��  *����� +
����&� ��
 P (θ|D) ����
���� 	����������� �� �
 ����	
��  �����
 ������� � �� ��  ���'���
 �� ��
 ������ 	
��
	 � P (θ) ∼ N(μprior, Σprior)�

�	 ��
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��
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��
	 � P (θ) ∼ N(Σ̂)� (��� μ̂ �	 Σ̂ �� �
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 ,������� �-�� �	 ��" �
��
����
��� ��
 ����
���� 	����������� �������  	�����������
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	 � P (θ|D) ∼ N(μpost,Σpost)� ��
 �
��� �� ����� �� �
 ����	 ����	��� �� �!.
�	 �!/�

Σpost = M(Σ−1
prior +MΣ̂−1)−1 �!.�

μpost =
Σpost

M
(Σ−1

priorμprior +MΣ̂−1μ̂) �!/�
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 ����
� �� ������
� �� ��
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 D = {x(1), x(2), ..., x(M)}�
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����� �� ��	�
 ��� ���� ��	� ���� �� �������� �� �	����� ������� �	� ��� �� �� ����� ����
������� ��� ��� ������ ���� �� �������� ��� ��	�����	� �	�� ��� �������
 �� α = M �
��� ������ �� ������� ��� ��� �	����� ������ ���� �� ��� ����
 � ��������� �	�������
	��	���������� �� ��	�����	 ���������� ����� �������� ������� ��	 � ����	����  �������
����	������� ��� �� ���� �� !���	� "#


Σpost = (M + α)(αΣ−1
prior +MΣ̂−1)−1 $%&'

μpost =
Σpost

M + α
(αΣ−1

priorμprior +MΣ̂−1μ̂) $%('

������� �	 
������� �� ����� ������� �� � ������� �������

!�	 ��� �������� )����	� �� !���	� "(� � ����	���� �*����� ���� �� ������� ���� ���
�	������� �������� ����
 � �	��	 ������ ���� �� �������� �������� �� ������ ��� ������	�
�� ��� ������ ���	� ��� ����� ��� ���������� �	�� ����� ��� ��������� ���� �� ���������+

μprior =

⎡
⎣100190

7

⎤
⎦ Σprior =

⎡
⎣ 10 0 0.125

0 45 0.04
0.125 0.04 0.98

⎤
⎦

,��� ����� ��� ���� �������� ��� ����	� ��� ���� ���� ��������� �� ��� ������� ��
� ��-�	��� �������
 �� ��� �*������ M = 300 ��� α = 100� ���������� � ���	�� ����������
���	�� �� ��������� �� ��� �	��	 ������
 �� ������������ �� %& ��� %(� �� ������+

Σpost = (150 + 300)

⎛
⎝150

⎡
⎣ 10 0 0.125

0 45 0.04
0.125 0.04 0.98

⎤
⎦

−1

+ 300

⎡
⎣ 10 0 0.125

0 40 0.031
0.125 0.031 1.2

⎤
⎦
−1⎞
⎠

−1

Σpost =

⎡
⎣ 10 0 0.125

0 41.538 0.0339
0.125 0.0339 1.1164

⎤
⎦

μpost =
Σpost

450
.

⎛
⎝150

⎡
⎣ 10 0 0.125

0 45 0.04
0.125 0.04 0.98

⎤
⎦
−1 ⎡

⎣100190
7

⎤
⎦+ 300

⎡
⎣ 10 0 0.125

0 40 0.031
0.125 0.031 1.2

⎤
⎦
−1 ⎡

⎣100200
6.5

⎤
⎦
⎞
⎠

μpost =

⎡
⎣ 100
196.91
6.69

⎤
⎦

.��� ������ �� ������������ ����	���� �� $(#' ��� $(%' �� ��� ����	�������� $(/'� $(&'
��� $(('� ��� ��������� �	��������� ������� ��������� �	� �������� ���� �	����� �������
��� ���� ����� ���� �������+

P (X1) ∼ N (100, 10) $%#'

P (X2) ∼ N (196.91, 41.538) $%%'

/(



P (X3|x1, x2) ∼ N (6.69 + 0.1112(x1 − 100) + 0.0304(x2 − 196.91), 1.1148) ����
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� ��	 ��
 P (X3) ����	������� �� ��
 
(����
 �� ��
 ./������ ����" ��	 ��

����
� X1 = 128, X2 = 176' ��
 �	��������! ����	������� ��	 X3 �� �
��
� �! ��
 ���������
&�������' 	
�	
�
��
� �� ����	
 ��"

P (X3|x1 = 128, x2 = 176) ∼ N (9.163, 1.1148) ��)�
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�' � ��	�
 ��	� �� ��
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T N (x;μ, σ, a, b) =
1

σ

φ(x−μ
σ

)

Φ b−μ
σ

− Φa−μ
σ

����

φ(x) =
1√
2π

exp(
−x2

2
) ��0�

1�



X3

128 176
X2 X3

Φ(x) =
1

2
+

1√
π

∫ x/
√
2

0

exp(−t2)dt

P (X3|x1 = 128, x2 = 176) ∼ T N (x3, 9.163, 1.1148, 0, 10)
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��	�	 ��� ��	 ���	� ���	�� ���������
� �� ��	�	
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����	 "���� �	 ��
  ��� ���������
 ��� ��
��	�	 ������	��
 #����� ���	�
$� �� ���

%��	�� ��	 �
� ���	 ����  	 
����	��

&�� ��	 ��
	 �� ���	� "���� �	 ����
� ��	� � ���	�� ��
��	�	 X "���� �	 ���� ��� ���	
��	 �� m ���	�	�� "���	
 #x0, x1, ...xm$ ��� � ���	�� ���������
 Y "���� �	� �	���'�����
�� �� ���"	� ���� ��	 	������ �� ��	 ���	� ���� ���  	 �	�	� �
!

H(X, Y ) = H(X) +
m∑
i=0

piH(Y |X = xi) #()$

&��� ����� �	 �	"	���
 ��	 �	������ �� ������ �����������!

I(X, Y ) = H(Y )−
m∑
i=0

piH(Y |X = xi) #(*$

+�"	� � ���	� ���� �
	� (X, Y ) : (X1, Y1), ..., (XN , YN)�  	��� ��	 ��� � ����� �� ��	
��
��	�	 "���� �	 pi = P (X = xi)� ���� 0 ≤ i ≤ m ���

∑
pi = 1� ��� ��	 �	�
��� ��������

�� ��	 ���������
 "���� �	 f(y)� ,�	 ��� ����������	 p̂i �� ��	 
��	 ��� ���� �	 ��"	

		� �� -.� /�������� ��	 �	�
��� �������� f̂(y) ��� ��	 ����������� �	�
��� �������� f̂i(y)
���  	 ����������	�  � � �	��	� �	�
���� 
		� �� #01$� ��� 
�	������� ��� ��	 +��

���
�	��	� �� #0.$� 
� ���� f̂(y) =

∑
f̂i(y)� ������ ki �
 ��	 ��� 	� �� ��
����	
 ���� ��	

"���� �	 X ���	
 ��	 
���	 xi� ��	 ��� ����������	 ��	 ������ ����������� ��������� ��
��	 ��	"���
 �	������ �
 #�	��	'����� 	� ��� -23($!

Î(X, Y ) = − 1

N
[

N∑
j=1

log f(Yj) +
m∑
i=0

ki

N∑
k=1

log f̂i(Yk)] #(1$
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Î(X, Y ) =
1

N

N∑
i=1

ξi ����

ξi = γ(ki) + logN − log(nx(i) + 1)− log(ny(i) + 1) ����

����� nx(i) 	
� ny(i) 	�� ���
�� �� �	�� 	� ��� �� ��� 	����	��� ��� �� ������
�
�� �	 �� ������ ���
� 	�� �
�������

nw(i) = |{wj : ‖wi − wj‖ ≤ 1

2
εk(i), i �= j} � !!�
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 �	�� �� ���	
�� � �� 
�	��� 
��#���� �� �'�	� � (����
�� %	��� �� ki �� 	)�
 	� �� 
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Î(X, Y |Z) = max{ 1
n

N∑
i=1

ξi, 0} � ! �

�����	��$ � �	� �� ��� � ��	
#�� �� %	��	��� ki � ��� ��.�� %	��	����� �� �	 ��
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# �� ��#	���� ��
���

���
 �� %	��	��� �� �������� 	
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ki = |{wj : ‖wi − wj‖∞ ≤ 1

2
εk(i), i �= j} � !,�

3
� ��� �	�� i ∈ {1, ..., n}4

ξi =

⎧⎨
⎩

Ψ(k)−Ψ(nXZ(i))−Ψ(nY Z(i)) + Ψ(nZ(i)), cuando k = ki

log(k)− log(nXZ(i))− log(nY Z(i)) + log(nZ(i)), cuando k < ki

� !5�

3
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�� ��� �	� ������� ��� 	���	�� �	� �������� ���� �	  ����� !� "��� ���� ��	�� ��� ���
#�����	 $�%� 
� 
��� ��&	� X = X1, X2, ..., Xn �� ��� ����� ��� �� n ��	��� ����������
Y = Y1, Y2, ..., Yd ��� ��� �� �������� ���������� �	� Z = Z1, Z2, ..., Zc ��� ��� �� ��	��	����
���������� ���� ���� n = d+ c�

�	 ��� ���� �� � '���� �������	 ���
���� ��� ��������� ��	 ���� ������ ��	��	����
�� �������� ������� ���� ����� �� 	�������� �� ��&	� � ���������� ��	���� ��	����	 ��
� ���������� ����� ��� ���� ����� ���  �	����	��� (�	��� )������	 * ()+ ����� �����
��� ��	��	���� ��������� �� � ��	����	 ���� ���	�� ��	����� �	 ����� ��	��	���� ���	�
��������� 
��� ���� 	���� �����
�	� � )������	 �����������	� �� 
��� �� �	 ��� ����� ����
����� �������� ���	� ��������� ����� �	 ��	����� ��� ����� ������ �� (�������	 �	
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��� ������ �� �����	��� ���� ����������	� ���� �� ���	����� 0��	�	����
'������� *'���� �� ��� %11,+ �� 2����	���  �	����	��� (�	��� )������	 *(��	�� �� ���
%11,+� "�� ���� 
���� ��� ����	� ������ 
��� �� ��������� �����	�	� ��� �����������	�
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θxi,xpa[i]

xi

Xi xpa[i] Xi

c
zpa[X] = (z1, z2, ..., zc) ≡

X x(1), x(2), ..., x(s)

X
x(i) Zpa[X] zpa[X]

P (X = x(i)|z1, z2, ..., zc) =
exp (b(i) +

∑c
l=1 w

(i)
l zl)∑s

j=1 exp (b
(j) +

∑c
l=1 w

(j)
l zl)



w(i) k b(i)

X
bi
= (z1, z2, ..., zc)

w

znormi =
zi − zmin

zmax − zmin

α
b(i)

w(i)

Xi

Xi



P (�|�) = exp (�T�� + �T�)∑
x∈X exp (�T�� + �T�)
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 ���� ��	����� � ∈ �� ������ �� 
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	��
� = {[1, 0, 0, ..., 0]T , [0, 1, 0, ..., 0]T , ..., [0, 0, 0, ..., 1]T}� ��� �� ���������
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F (�) = −[
N∑
i=1

s∑
j=1

Θ(xi = x(j))log
exp(
(j)T�i)∑d
k=1 exp(


(k)T�i)
] ���(�

���	� Θ(f) �� 
��  ���
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�  ���
��� 
��	� 	�� ��

66



������ � �	�	
	�� D ����� ��� �	��	
��� X,Z1, Z2, ..., Zc�
������ �� �����	� ������ �	���� W0�
������� ��� �	���� W ��	� ��������� ��� ���� �������� F � ���������� ������

 ��� 	 ��	����� ���!������ α�
 ��� Fmejor ← F (W0)�
 ��� Wmejor ← W0�

"#$�� ���� 	� ��� ���� ��������� ���%� ����
&� �
�	�� ��� ��	������ ∇F (Wn)�
'� �
�	�� ��� ��� �������� Wn+1 ← Wn − α∇F (Wn)�
(� �� F (Wn + 1) < F (Wn)�

)	�� Wmejor ← Wn+1�
)	�� Fmejor ← F (Wn+1)�

*���	�� ��� 	�������� ���� "#$ ���� 	 ��+����� �	���� W0�

*����� ��� 
��� �������� �
�	����� Wmejor�

,����� ''� -	��� .	���� ��� 	 /�	�����  ������ 0	�	�����
.�	����� ����������

	� ��������� �� ��� ��� ������ �� "&12$� ���� ��� ��+������ �� ��� ������ �	���� �Y =
�1,�2, ...�k} 	�� ��� 
�	� ������ ��	� ����� ��� �������� 
������ �Y = {�1,�2, ...,�k}�
����� ���� ������ �� ��� ��	�� �� ��� �������� �	���� �	��	
���� �
�������� ��� ��
������
�� �i 	�� �i �����	��� ��	� ��� ��� �� �	���� �	��	
��� ypa[X] �� �� ��� i3�� ������	����
�� ��� k ��+����� �����
�� ������	������

P (�|�,�) =

∑
y∈Y exp (�T�y�+ �

T�y)∑
y∈Y

∑
x∈X exp (�T�y�+ �T�y)

"&14$

,�� ��� ��	����� �� �Y � ��� �	�� ������ �	� 
� ���� 	� ��� �������� �	�	 ����
���������� �	������ ���� �� ��� ������� 5�'�'� ����� ��� ��������� �� �� �������� 	 ����
�������� �� 	������ �	����� ��	���
����� ���� ������� �� ��	����� �	�	� �� �� 	������
��	� ��� ��+����� ������ �	������ 	�� ����������� �� �	�� ����� ����� ��� ��	�� �� X�
��	� ��� �i ⊥ �j | y ∀j �= i� ����� ⊥ �����	��� ���������	� ������������� ����������
��� �
������� �� ��� ���
	� �	���� � �	� 
� ���������� �� ���� 	 �	� ��	� ��� ����
�������� F(�Y ) �� ����� 	�������� �� ��� 67�	���� "&18$�

F(�Y) =
∑
y∈Y

F (�y) "&18$

9���� F (�) �� ��� �������� ����� �	����� �� "&15$� � �	�	
	�� �� ����� 	�
D = {(x1,�1, �1), (x2,�2, �2), ..., (xN ,�N , �N)}� ����� �i �� ��� ������ �� �	���� �	:�� 
�
��� �������� �	����� �� X� 	�� �i �� ��� ������ �� �	���� �	:�� 
� ��� ���������� �	����� ��
X� 6	�� �� ��� ��+����� �	������ �y �� ��	���� ���� ���� ��� �	�	 ��	� �� �i = ������
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� ���� 
� ����� 	� 	�������� ���� 	� /�	�����  ������� ����� �� ����	���� 
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�� ������ �� ��� ��� ��  ������� ������ ���� ����� ����� ������� �� ���
��������� ������� ���� ��� ������� X2, Y3, Y4 �� ��� ������  �����! �� "�#��� $%	
&�� ������������# &��� �� ������������ �� ��� ��� ����� �� &��� '	 &�� ����������
��� ��� ������ Y4 �!�� ��� ���� (����( �� ����#���� � s) �� ��� ���������� ��� ��
�!�� ��� ���� ( �� ����( �� ����#���� � ns	 "�� ���� ������) ��� ���#��� �� �� �����
����� ��* ws

c , w
s
p, w

s
o, w

ns
c , wns

p , wns
o 	

��� +Y3,
-����� +c, ������� +p, .���!���� +o,

v P (s|z, c) = e(ws
cz)

e(ws
cz)+e(wns

c z)
P (s|z, p) = e(ws

pz)

e(ws
pz)+e(wns

p z)
P (s|z, o) = e(ws

oz)
e(ws

oz)+e(wns
o z)

nv P (ns|z, c) = 1− P (s|z, c) P (ns|z, p) = 1− P (s|z, p) P (ns|z, o) = 1− P (s|z, o)

&��� '* ������ "������� ���������� &���) ���� ���
������������# ���#��� ��� ��� ����������� �� ��� �������� �����
������ Y3) ��������# �� ��� ���������� ����� ������ Z3	 &��
���������� �������� �� ���� ������� �� ��� ���� � e(x)	

�

�	�	� ���������� �������� ���� ������ ���������� �������

&�� ������# �� �������� ���  ���������� ������ ���� ������ ���������� ������ ��
 ����� ������  �����! ��/��� ���� ��� ���� �� ��� ������� 0	
) ��� ��� ������ �����
��� ��� ��������� �� 1�����  �����!�) ����� ��� 2���� ���������� ������������ �� 
���������� ����� ������������) �� ��2�����	 �� ������� ��������� �� ��������� ���)
�� �����  ���������� ������ X �������� ��  ����� ����� ����� ������� �� ��� ������)
����  1����� �����) � �������� �� ��� 34������ +$$5, �� +$$$,	 6� ���� �������) ��
�������� ��� �������) ��� ������ �� ���#�� c �� ��� ����� �!�� �� ��� ���������� ������
���� �� ��7��� � zpa[X] = (z1, z2, ..., zc) ≡ �	

X = W0 + 
T!+ ε +$$5,

ε ∼ N (0, σ2) +$$$,

&�� ����� ε �� �������� �� �� ����������� �� X	 &��������) ��� ������� �� ���
������ X �� ������ �� �� ������� ���� ��� ��������# 1����� ������������ +8����� ��
�) 
5$$,*

P (X|! = �) ∼ N (w0 + 
T�, σ2) +$$
,

�� ��� �� ���) ��� �������� �� �� ������ �� ��� ���#�� W0) ��� �����  =
{w1, w2, ..., wc}) �� ��� ������ σ2	 3�� �� ��� �������� �� ���  ����� ��  ���#��
�������� ���� ��� ������������# X ����� ������	 "�� ��� ���������) ��� ������

'�



���������� ��	��� 
��� �� ���� ���� 
���� 	�� �����
��� ����	 ��� ��	����� ���������
������ ����� � 	������� ��	���� D = (x1, �1), (x2, �2), ..., (xN , �N)�

wi =
Cov(x, i)

σ2(x)
≈ ŵi =

Σ̂xi

Σ̂xx

��� �

w0 = μx −
c∑

i=1

wiμi ≈ ŵ0 = μ̂x −
c∑

i=1

wiμ̂i ���!�

σ2 ≈ Σ̂xx �����

"���� Σ̂ab ������	� 	�� ������	 �� 	�� �	���	�� ����������� ��	��# 	��	 ����	� 	��
�������� A 	� 	�� �������� B� $��������� 	�� ����� ������% 	� &�� 	�� '�����	�� ���
�� ��	����� ���� 	�� �	���	��� �� 	�� ���� ��� 	�� ���������� ��	��#� $� �� 	���
	�� ()��	��� �*+� ��� �,�� �� ���� ��� ���������� ��	��# �	���	���� ��'��	����%� ���
'�������% ��� �������� ������ -�	
��� '�����	�� �� 	�� ��	��� *��� 
��� �� ����

������� 	
 ������� �� �������� �������� ���������� ���� ������ �����

���� ������

.� 	�� �#��'�� �� 	�� /����� �+� 	�� ��� 
���� �����'��� 	� 	�� ���	����� ����0
���� Z3� 
��� '����	 � � ���	����� �������� �� 	���� $�� ��#���� ���������� �	���	�
'������ 	�� �����
��� �	���	� ��� 	�� ���� ��� �������� ��	��#� ��� � 	����������
����� "� ���� ���������� Z2 ��	
��� 50 ��� 450� ��� 	�� �������� Z3 ��	
��� 1000 ���
16000�

[
μ̂2

μ̂3

]
=

[
0.32
0.18

]
; Σ̂2,3 =

[
0.06 0.043
0.043 0.3

]

���	�	�	��� �� �� ��� ��!� ��� ��	 	�� �����
��� ��	����	��� ��� Z3 �����	����� 	�
Z2�

P (Z3|z2) ∼ N (−0.04933 + 0.7167 z2, 0.3) ���*�

1% ������� 	�� ���������	���� 	�� �#'��	�� ����&	 ����� ��� � ���� 
��	� z2� �����

	�� ��	����	��� ����
2

P (Z3|z2) ∼ N (−1750 + 9750
z2 − 50

450− 50
, 3500) ���,�

�

3 ��� �� �''�����	��� 	�� ��� '������ ��� �� ��� � 	�� ��� 	����� �� 	�� ������
-�	
���� 
���� 	�� ������ ��	����	��� 	��� ��'����� ������ 
���� �� 	�� �#��'��

���� �����'��� 	� ����	��� ������ 3����� ���� 	�� ����� �� 	�� '����	 �� ���� ��0
&���� 	�� 	�����	�� ����� �� 	�� ������ ��	����	��� ��	 �� ���� ��&��� ��� �#'������
'�������% �� 	�� ()��	��� �+�� �� 	�� ���	��� *�� �� 	�� "���� $�� ����� �� ��������
����� ��� 	�� �������� 	� �� 	����� ����� �� ��&��� ����������� ���� 	�� ��	� �� ��
�����	�	��� 
�	� �� �#'��	�

�4



����� ����	�
�
� ��	��� �	�� ���� �	������ ������

��� ��� ��	� �
 �������	 ��������	 ���� ��	����� ������	� ��� ��� ������������
������� ��		���� ����� �		��	 ���� ���� 
����� � ����������� ������ ��	���������
��� ��� �� ��������� ���	 �	 �� ����	 �
 � ����������� ����������� ������ ����� ���� ����
��	 � ������ ��	��������� ��� ��		��� ���������	 �
 ���� �
 ��� �� �	 ��� �		���
�� �� ����������� �
 ���� ������ !�����" ��� 	���� �
 ��� ������ ��������	� �����
����
��� ��	�������� �	 ��#��� 
�� � �������� X� ���� ������	 Ypa[X] ��������" �� ��� �$�����
%%&� '� ���	 	������� �� 	�����
� ��� ��������� ��� ���"�� ������ d �
 ��� ����	 ��!�� ��
��� �������	 ������	 �	 ��#��� �	 ypa[X] = (y1, y2, ...yc) ≡ �� ��� ����������� ����	 �	
μy ≡ μ(� = �) ��� ��� ����������� ��������	 �	 σ2

y ≡ σ2(� = �)�

P (X|� = �) ∼ N (μy, σ
2
y) �%%&�

(���� μy ��� σ2
y ��� ��� ���������	 ���� ��#�� ��� ��	�������� �
 ��� �������� X ����

��� ������	 ��!� ��� ���#"������ �� )	 ��� ���������	 ��� �		��� �� �� ����������� �

���� ����� ���� ��� ������	 ��� !����� ���� ��������� ��� �� 
��� ������������ ����
� ������	� D = {(x1,�1), (x2,�2), ..., (xN ,�N) ��� �	������	 �
 μy ��� σ2

y ���� �������
�� ��� ��!������� ��� �������� �� ��� 
�������" ������*

μ̂y =
1

ky

N∑
i=1

Θ(�i = �).(xi) �%%+�

σ̂2
y =

1

ky

N∑
i=1

Θ(�i = �).(xi − μ̂y)
2 �%,-�

ki =
N∑
i=1

Θ(�i = �) �%,%�

(���� Θ(f) �	 ��� 
������ ���� ��!�	 ��� ���� 1 �
 f �	 ��� ��� 0 �
 ���� ��� ����
ki ��� �� ����	���� �	 ��� ����� �
 ��	�����	 �
 ��� ������	� �� ����� ��� ��	�����
������	 ��� �� ����� i.�� ���#"�������

����� ����	�
�
� ��	��� �	�� �	������ �� ����	�
�
� ������

��� ��	� ��	� 	����� �� ���	 ����� 
�� /� �� 0���	��� 1�����!	 �	 ���� �
 � �������	
�������� ���� �� �� ������	� )	 ��� �� ������� �� �	 �		��� ���� ��� �������� X 
�����	
� ��	�������� ����� ������	 �������� �� ��� ������	� ���� � ��		��� ���	� ���� 	��� �	

�� � �������	 �������� ���� ���� �������	 ������	�� ���� ��� ������ ����������� �	
���� �	 ��� ���	�� �	 ���	������ �� ������ �� ��� ��	����� ��������	 �	 ����� �����
���� 
��
� �������	 �������� X� ��� 	�� �
 �������	 ������ ��������	 zpa[X] = (z1, z2, ..., zc)� ���
��� 	�� �
 ��	����� ������ ��������	 ypa[X] = (y1, y2, ..., yc)� ��� ����������� �
 X �����������
�� ��	 ������	 �	 ��#��� ��������" �� ��� �$����� �%,,�� �� 	�����
� ��� ���������"�� ��
���� ������ zpa[Y ] ≡ �� ��� ypa[Y ] ≡ �� '� ��������� ��� 	���	 �
 ��� ��	����� ������	 ����
�� ������� �� � 	���	����� ���"�� μy

x ������	 ��� ���� �
 μx ���� ��� ������	 ��� �� �����
� = � ���#"��������

P (X|� = �,� = �) ∼ N (wy
0 +�y.�, σ2

y) �%,,�

2+



����� �y = {wy
1 , w

y
2 , ..., w

y
c} �� ��� ��	�
� 
� ������ 
� ����� c ���� 	
������ ���

���������� ���
	����� �
 ��� 	��� �� ���	� ��� ������� 
� X ��� �� ����� 	
�������
�
Y = y� ����� �� �� ������� ���� ��� ���������� ������ ��� �������� ���	��
� ���
	
�����
����� ����������� 
� ��	� 
���� 
�	� ��� ���	���� ������� 
� X ��� ������� ����
������� ���� �� ���� �y ��	�
��� wy

0 ����������� ��� σ2
y ������	�� ���� �� 	��	������ ��

��� ������ 
� 	
�������
�� ��� ���	���� ������� 	�� ����� ����

�� �
 ��� ������
��
 !!"#�  !!$# ���  !!%# �
� ��� 	��	�����
� 
� ������ ��� 	
�����
��� ������	�� ���	� ���

������� ��
� ��� ��������
� 
� ��� 	
������	� �����& ��� ��� ��������
� 
� ������ �� ��
������� �
 ��� ����'

wy
j ≈

Σ̂y
xj

Σ̂y
xx

 !("#

wy
0 ≈ μ̂y

x −
c∑

i=0

wy
i μ̂

y
i  !($#

σ2
y ≈ Σ̂y

xx  !(%#

��	� ���� 	�� �� 
������� ��
� ��� ����
&�����
� 
� ��� 	
������	� �����& ��� ���
	
�����
��� ������ )�
� � �������� D = {(x1, �1,�1)� (x2, �2,�2), ..., (xN , �N ,�N)} =
{(x1, z(1)1, z(2)1..., z(c)1,�1)� (x2, z(1)2, z(2)2..., z(c)2,�2), ...�
(xN , z(1)N , z(2)N ..., z(c)N ,�N)} ��� �
��
��� ������
�� 	�� �� 
������� �� ��&���� ����*
���

�'

μ̂y
x =

1

ky

N∑
j=1

Θ(�i = �).(xj)  !(+#

μ̂y
i =

1

ky

N∑
j=1

Θ(�j = �).(z(i)j)  !(,#

Σ̂y
xi =

1

ky

N∑
j=1

Θ(�j = �).(xj − μ̂y
x)(z(i)j − μ̂y

i )  !(-#

ki =
N∑
j=1

Θ(�j = �)  !(.#

����� Θ(f) �� ���� ���	��
� ���� ����� ��� ����� 1 �� f �� ���� ��� 0 
�������� ���
Σ̂ab ����	���� ��� ������� 
� ��� ��������� 	
�������	� �����& ���� ������� ��� ��������
A �
 ��� �������� B� ��� ����� ki 	�� �� �������

� �� ��� ������ 
� ������	�� 
� ���
�������� �� ���	� ��� ���	���� ������� ��� �� ����� i*�� 	
�������
��

�����	
 �� 
������� �� ���������� ������	
 �����
�
�� ���� ���
� ���
���

)���� !. ��
�� ���� ���� 	��� 
� � ���	���� �������� ���� �
�� 	
�����
�� ��� ���	����
�������� ����� ��� ��������� ����� 
� ��� ���� ����� ������� 
� ��� ������ 
� �

���

� ������� �� �� ��������� 
� �
�� ��� ������ 
� ��� ����� ���	�� ��� ����� + ��
��
��� ������ �	���� 
� ��� /
�����
��� 0�
�������� ����� ���� �
��� ����� ��� ����	����

+1



�������� �� 	
� �������� Y1, Y2, Z1 ��� Z2� �� 	
� �������� 	
� 	����	�� ���	���	���

�� 	
� ����� �� 	
� ����	��� �� 
�� ���� ����� 
����� ������ 	
� ���� ��� ���� ����	

�� 50 ��� 450 �����	������

P (Z2|pa[Z2])
�����
��

���  �

!����

� T N (wY es,1
0 + wY es,1z1, σ

2
Y es,1, 50, 450) T N (wNo,1

0 + wNo,1z1, σ
2
No,1, 50, 450)

" T N (wY es,2
0 + wY es,2z1, σ

2
Y es,2, 50, 450) T N (wNo,2

0 + wNo,2z1, σ
2
No,2, 50, 450)

# T N (wY es,3
0 + wY es,3z1, σ

2
Y es,3, 50, 450) T N (wNo,3

0 + wNo,3z1, σ
2
No,3, 50, 450)

$���� %& $���� �� '�������	��� �� ��������	 
����

(��	���	����� ��	
 	
� ����������� ����
	� �� ���


���	��	��	��� �� 	
� �����	� ����	 �������� Y1, Y2� ��������� ��

	
� ���	������ ����	 ������� Z1�

$
� �����	�� 	� �� ��	���	�� 	� ������	��� ����� P (Z2|pa[Z2]) �� 	
� ���������&

wY es,1
0 �wY es,2

0 , wY es,3
0 � wNo,1

0 , wNo,2
0 , wNo,3

0 , wY es,1, wY es,2� wY es,3, wNo,1, wNo,2, wNo,3� σ2
Y es,1�

σ2
Y es,2� σ

2
Y es,3� σ

2
No,1, σ

2
No,2, σ

2
Y es,3� �� � 	�	�� �� �) �����	��� *� 	
� ������� �	 ���

�� ���� 	
�	� ���� �� � ������ ������� 	
� ����� �� �����	�� ������ 	� ����� 	
�

�����	����� ��������	� �� ��	 	������

�

%�
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������ ��� �	
�� � ��������� ���� �� �� ���� �� ��� ����� �� ��������� ������ �������
��������� ��� ������������� �	 ��� ��� ���� ����� ���������� ��� �������� ��� ��� ����	 �
����������� ����
�������� �� �� 
������� �� �������� �

�	��� ��������� ������ ������ 
����� ������ ��� �������� �� � �������� ���� ��� ���� ����� ��
�	 ������ ��� ����������

������� �	 ��� �������� � ��� ��������� ! ����	 ���� ����� ��� � ���� ������� �� ���
"��������� #��
���� #���� � �	
� � ��������� ����� �� ����� ������������ ����� ���
��
��� �������� �	
�������$

⎧⎨
⎩

H0 : μ0 = μ1 = ... = μk

H1 : μ0 ≤ μ1 ≤ ... ≤ μk

%&'()

*���� ��� μi ��
������� ��� ������� � ��� 
�
������� �� ���� � �� ����
 � k� (k > 2)
%"���������� &+,-)� ����� ��� ��
�� � .�	����� /�������� ��� "��������� #��
���� ����
�� ���� �� ������ ����������� ����
������� � ��� �	
� X ⊥ Y |Z� ����� ���� X ��� Y
���� �� ��������� ����� 
��������	 ��0���� �� �� ��
������ �� ���� ���� ��� ���� �	
�������
��0��� ���� ����� �� �� ��1������ ������� ��� ����
 ������ ���� ��� ���� ��� ��1�����
���
��� ���� ��� ���� �������� ��� ��� ���� 
�
�������� �� �

���� �� ��� �����������
�	
�������� ����� ��������� ���� ����� �� !# 23!�# 4/3 ���5�����	 ������� ��� �����
%�� ���� ��� ��
�	 ���� ��� ��� ����� ��� �������)� #��� ����� ���� ��� ���	 ����������
���� ��� �� �������� �� � ��� ���� �	
������� �� ��0����� �� ���� X ��� Y ��� ��������� 
���	 ����
������� ��� ��� ����	 � X ⊥ Y |Z ����� X �� �������� ��� Y �� �������� ���
*����6�� ������0�� #��� ��� �� ����� ����� ��� �� ����� �� ��� ���� � ��6�� .�	�����
/������� ����� ���� � ���� ��� ����� %3������� 7((() �

������� �	 �
����� ������� �� ��� ���������
�������� ����

#�� �������� ������� ���� ����8	 �6
���� ��� ��� "��������� #��
���� #��� ������
����� ��� �������� ������ ��� �� �6��
��� #�� �6��
�� �������� � ����� ����
� �

��
�� ��� ����� ��� ���� ����� � � ��� �������� ��� ��� ����� ��� ��������� �
��� �
��� ������� %�� ���������� 
�� ����) �� ��� ���� � ��
���� ���� ��� ��1������ � ��� ����
���� ���� ������ ��� 5������� %������� ��������� ��� �����)�

&� 9����� � ����������	 ����� ��������� �� ��� 
��������	 ��0��� ��5����� �� ���� ���
����� ��������� ���� ��� ���� �� � �������� X ��� ��� ������� �� ������� ��������
Y � ���� ��� ������ � ��������� �� ���� ��6� �� ���� �� #���� ��

7� ��� ���� �������� ��0��� �� ��� ������ ����� ��� ����� ��������� ���� ��� �� ���
:���������: � ���� ��������� ����� ���� �� ������� �� �� P �

P = (2 ∗ 9) + (2 ∗ 8) + (1 ∗ 5) + (1 ∗ 5) + (1 ∗ 5) + (2 ∗ 4) + (1 ∗ 2) = 59 %&'&)

'� ��� ���� �������� ��0��� �� ��� ������ ����� ��� ����� ��������� ���� ��� �� ���
:���������: � ���� ��������� ����� ���� �� ������� �� �� Q�

;7
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 �������� ����� ��� ��� ������������������ ����

Q = (1 ∗ 3) + (1 ∗ 1) + (1 ∗ 1) = 5 �����

�� ���� ���� ��� !�"����� ���#�� P �! Q$ �! ��%� �� �� S�

S(X, Y ) = P −Q = 54 �����

&� ���� ���� ��� ��%�� � �� '��� �� � ���' ����� ����� ��� !��� ����� ��� �#����!
�� ��!�' K ��'�� �! ��� ������������������ ���� �� ������'�! #��� ����� %�� ��$
��'���� �� ��� �� ��� � ��� �( ���� ���)� � *����� ����� + � �� � #�� ����


p =

∑K
k=1 Θ(Sperm,k ≥ S(X, Y ))

K
�����

,���! � ���� ��%�� �$ ���  �� ���������� #��� �� �������! �� ��-����!�
�

+ ���� �� #��� �� '��� ��'������� � ��� ��%�� �� �!���!��� ���#�� %��������
���� ��� �� �� ������ ��������'� � �� �� .�������'���$ ��� � *����� ��$ �� ��  ��
��� ��%�� �� + ��� ���� �� /�0�! ,������ 1��#����$ #���� !���!�� � ��� ���� ��
%�������� �� �� �� !��! ���� ��� / � �� +���'���� �! ��� ������������������ ����
�� ��  ��!$ �� �� �'������ �� !�2� ��'� ��! �� ����������� ���#�� ���'$ ���� ���
��� �� �� ������! #��  ��� �� '����! �� ������ �� %��� ����2����� �* %���%� ��
��$ ���3��

40��!�� � ��� ����� �� ��� �� �� ������$ �����2����� ��� 5� ��������'$ �� !���
��%� ��� ������! � � �� '�!��� ��� ��������' � ��� ���� �� 6�!��� ,������ 1��#����$
�� ���� ��� ����������������� ���� ��  ��! �� � ���� �� �!���!���$ �����! �� / � ��
+���'����� ���� ��� ��� ��� �� ��%� ������ ��� ��� ��� ��� ������� 5� ��������'$
����� �� ��� � 7������ ����� !�������� ��� ������ �� ��� ��� �� �� ��%����� �� ���
��'� ��� ��� �/ �����$ ������

��� ������	�� 
������

���� ������ #��� �0���� ��# �� �������� � ����������� !������ ��� ��� � ��!���
%�������$ �� #��� �� ������ ��� ����'����� ���� !�2� � �� � !������ ����
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�� �� �������� ����� 
� ��	 -�
��	� ���	� "	����- (��")�
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�� !+0/)1

0� 2����� �� 	
�� �������	 ��
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 ���	 ���3���	$
�� �� 
 ���
��4	� ��
�	 �	��		�
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�	�� ��	 ���
������ �� 
� ����
� $
�
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� {x[1], x[2], ..., x(s)�
�� ���� �	������ �� �������� ��	 ���
����� ��	 �	���� $	��� r �� ��	 $
��	� �
�	� �� ��	
����
� �
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� Ypa[X] = (y1, y2, ..., yr) ≡ �� �� ��	 *���	 !5 ��	 �
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P (X = x(i)|�) =

∫
x[i]

T N (x;μ, σ2, 0, 1)dx (05 )

��� �� ����	�
�� �� 	 �	��
� �	��	��� Xi ���� � ����� 	�
����� Xj  ���
� ���� ��� ���� ��� �� ���

��������� ������� Low Medium High� ���� �� �� ��� High ����� �� Xi ������ ������
 Xj 	�
����� ��

�
�������� ���� ��� Low 	���� �� ���� �� �
��
�� �� ���� ��� High ����� �� Xi ����� ��� [0, 1/3) 
����

�
 ��� Low 
���� �� Xj ����� ��� (2/3, 1] 
�����

��



T N (x;μ, σ2, a, b) a b
μ σ2

−∞
∞

x(i)

x[i]

Exceptional X
[0.8, 1]

μ σ2

μ = μ0 +

∑r
j=1 wj ∗ yj∑r

k=1 wk

wj Yj xi



−1.5 1.5

X

{0.1667, 0.375, 0.1}

μprior

Σprior

μpost Σpost

α(xi|y)



ppost(X = x(i)|� = y) =
α(xi|y) +N ∗ p̂(X = x(i)|� = y)

α(y) +N ∗ p̂(� = y)
�����

���	� N 
� ��� ����	 �� �	�

� ����� α(xi|y) 
�
����� ��� ����� �� ��� �	
�	 ��
��� i��� ����� �� ��	
���� X ��� ��	��� ���� ��� ����
��
� y� � ��� ���� �� �
p̂(X = x(i)

� = y) 
�
����� ��� ���
����� ����� �	�� ��� ���� ��	 ��� i��� ����� �� X
��� ��	��� ���� ��� ����
��
� y� !�	�
�� ������ �� �� ���������� ����	�
� ��"

α(y) =
s∑

i=1

α(xi|y) ���#�

p̂(� = y) =
s∑

i=1

p̂(X = x(i)
� = y) ���$�

%�� ����� �� N 
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xi = yj
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����
����� �� ��������� � ������� �� ���������"���� �����	�� �� �	� ���%�� ��� � ���
���������� � ��(������ ��� ���� �� ��� ��� ��		 �)������� � ������������ ������� �	)
� ��� ����	� ��"�� � �� �		�� � ���� �� ���*���� ��	�� � ��� ����������	 �����+�����
� ��� ���������� �� ��		 �� ����� � ����	� ����� �� ��� ��������� �  ����	� � ������)
�������� �,��-�� ��##��

.��� ��� �����	 
�������� �� ��� ,�������	 �����	 
��������� �� ��*������ ���
���� ���������� ��� �		���� /)������� ���� ��		 �� ������� ����� ��� ��		 �)�������
��	� ���	) ������������ ������� ��� ������	�� X ��� Y � �� ����� � ��� �	���������
�)������� �� ����� ���� ������������ ����� �� ��+�����

⎧⎨
⎩

H0 : I(X, Y ) = 0

H1 : I(X, Y ) > 0
�#$0�

� +�� ��� ����	�� ��������� ���� ��� ����� �� ��� ����� � � ���������� �����
����� ������� � ��� �		���� �����'

#� K �����	) ������� ����	�� ��� ���������� ��� (x1, y1), ..., (xn, yn)� ���� ���
���� ��) ��������� ������� X ��� Y � 1�	��� � K � ��� ���� � #��� ���
�����������

�� �����	 
�������� �� ��������� �� �		 K ������� ����	��� � ����� Iperm,k�

2� 3) ��+���� ��� ������� Θ(f) �� ���� � ��) ���� �� �� �� ��� ��	�� 1 �� f �� �����
��� 0 ��������� ��� ��������� ����	�� �� ��	��	���� �������� �'

p =

∑K
k=1 Θ(Iperm,k ≥ Î(X, Y ))

K
�#$4�

5����� ����� ���� ��� �� ���� � ������ � ��(��� ��� �)������� � ������������
�� �) ����� � � ,����*���� ����) � �������� � ��� 6*����� �#7#� �,����� ���%��

� �� ������	�� ��� ����������� � ��������		) ������������ ��� �����	 ��������� ��
�8������ � �� "�� �� ���) �	�� � "����

2N ∗MI(Xi, Xj) ≈ 2
∑
k

∑
h

Nkh
ij ln

NNkh
ij

NikNjh

�#7��

2N ∗MI(Xi, Xj) → χ2
(ri−1)(rj−1) �#7#�
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2N ∗MI(Xi, Xj|C) ≈ 2
∑
k

∑
h

∑
C

NkhC
ijC ln

NNkhC
ijC

NkC
iC NhC

jC

�����

2N ∗MI(Xi, Xj|C) → χ2
(ri−1)(rj−1)rc �����

����� ri� rj� rc ���� �� �� ��� ������� �! !������ �! ��� "��#������� ��������� ���
����� �! ������� ��� ��������� !�� ��� ���� �! ��� $������� X� Y ��� Z� ��������$��

�"������ �%%&��

�� ���� ��������� ����� ��� ��!�������� ������ �� ����� ��� ������
 �! ��� $�������
��� ��� ��������� �������
 �� ��� �$������� ��� �����!��� �����'������� ������� ���� �
����� (���� ������� 	��� � ������� ����� !�� ���� ����$����� ����� ��������� �� ��� �
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�������� $������� 	��� � �'�������� �� )������ &��� !�� ���������� $�������� ��� �� )������
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