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Presentacion

Como ya es habitual por estas fechas, la seccién del campus de Albacete del
Departamento de Informdtica de la Universidad de Castilla-La Mancha hace un
esfuerzo por organizar un encuentro en torno a un tema de puntera actualidad en
el campo de la Informatica.

Este ano, el Comité Organizador ha logrado reunir en nuestra ciudad a presti-
giosos investigadores nacionales que nos ilustrardn cn cl siempre interesante tema
de los Sistemas Ezpertos Probabilisticos. La Escuela de Verano no pretende ser
s6lamente un foro en el que los distintos ponentes planteen su visién sobre la ma-
teria, sino que ademds y nos atreveriamos a decir, sobre todo, ha de ser un curso
que introduzca al estudiante en el tema.

- Hemos de dar nuestro sincero agradecimiento a D. Isidro Ramos Salavert por
presidir un ano més esta Escuela de Verano, a los ponentes por el trabajo realizado
para hacer que la misma sea hoy una realidad, y como no, a D. Serafin Moral
Callején y a D. Luis M. de Campos Ibdinez por su trabajo de coordinacién, asi
como por el interés mostrado en el proyecto desde un principio.

Por iiltimo, y no por ello menos importante agradecer la colaboracién prestada
por las instituciones de nuestra ciudad.

Comité Organizador EVI98
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Prdlogo

La incorporacién de tareas rutinarias en el ordenador marcé el desarrollo inicial
de la Informadtica. Lo algoritmico encontraba campo abonado en ella.

Pronto se advirtid que la frontera entre lo creativo y lo rutinario no era nitida y
que muchas actividades consideradas como especificamente humanas eran sopor-
tables sobre un ordenador usando modelos adecuados. La frontera entre lo creativo
y lo rutinario se fue inexorablemente desplazando en el sentido de convertir en
rutinarias actividades consideradas como creativas previamente.

Los sistemas expertos intentan capturar el "saber hacer’de un experto (un
médico por ejemplo) en una maquina que se convierte asi en una magnifica ayuda
en la toma de decisiones. El tipo de conocimiento de un experto suele ser im-
preciso, vago, no estrictamente algoritmico y el tratamiento de este aspecto se ha
abordado desde el marco de la Légica y el Algebra Difusas o desde aproximaciones
probabilisticas.

La Escuela de Verano de Informética (EVI98) de la UCLM siguiendo ya una
tradicion sélidamente establecida, aborda este ano el tema monografico : ”"SISTE-
MAS EXPERTOS PROBABILISTICOS”. Un conjunto de expertos presentan en
Julio el estado del arte del tema y este libro recoge el conjunto de sus trabajos.

Isidro Ramos
Director EVI98
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Sistemas Expertos Probabilisticos:
Modelos Graficos

Juan F. Huete

Dpto. Ciencias de la Computacién e Inteligencia Artificial
Universidad de Granada
Avda. Andalucia s/n
18071 Granada
correo-e: jhg@decsai.ugr.es

Resumen

Un sistema experto es una herramienta informatica que es capaz de simular
el comportamiento de un experto humano en una materia especializada. Un
problema clave en el desarrollo de sistemas expertos es encontrar la forma de
representar y usar el conocimiento que los expertos humanos en esa materia
poseen y utilizan. Este problema se hace mas dificil por el hecho de que, en
muchos campos, el conocimiento de los expertos es a menudo impreciso o incierto
y sin embargo, los expertos son capaces de llegar a conclusiones iitiles.

Por tanto, todo sistema experto que pretenda razonar “como si” lo hiciese
un ser humano debe de ser capaz de trabajar con este tipo de informacién. Uno
de los formalismos més potentes y mejor desarrollados para el tratamiento del
conocimiento incierto es la Teoria de la Probabilidad, que nos permite medir la
creencia que tenemos en la ocurrencia de un determinado suceso.

En este trabajo presentamos un tipo particular de Sistema Experto Proba-
bilistico: Las Redes Bayesianas que utilizan el lenguaje de los grafos dirigidos
aciclicos para representar las relaciones de relevancia entre las variables. La fuer-
za de estas relaciones viene expresada mediante un conjunto de distribuciones
de probabilidad condicionadas.

1 Sistemas Expertos

Para tratar de entender lo que es un Sistema Experto, imaginemos la siguiente
situacion:

Hemos comprado e instalado un paquete software que permite la edicion
de documentos. Sin embargo, cuando queremos enviar un determinado
documento a la impresora aparecen los problemas y el documento no se
itmprime. ; Qué podemos hacer ?. Una posible solucidn consiste en llamar



2 J.F. Huete

a un amigo, del que conocemos que domina el producto que hemos com-
prado, y consultarle nuestro caso. Para identificar el fallo, nuestro amigo
nos hard prequntas sobre los mensajes de error que aparecen, nos pedird
que realicemos algin tipo de pruebas o modificaciones en la instalacién,
etc. Finalmente, y como resultado de toda nuestra charla, tendremos la
secuencia de pasos a realizar para resolver nuestro problema, es decir, que
la impresora funcione.

Este tipo de situaciones son muy comunes el la vida diaria, donde para la
resolucién de un gran nimero de problemas necesitamos consultar a un experto.
Sin embargo, hoy dia es posible pensar en el propio ordenador como una herra-
mienta que, dotada de un software adecuado, puede ser de gran utilidad en la
resolucién de problemas. En este sentido, el ordenador podria actuar como ‘aquel
amigo’ que nos permitia poner en funcionamiento la impresora. Para ello, sera
necesario el poder establecer un ‘dialogo’ con el ordenador, que éste se encarge de
guiar la conversacion con la finalidad de obtener el conjunto de fallos o detectar
los sintomas que aparecen, que pueda realizar un diagnéstico del problema y
finalmente que proporcione el tratamiento o conjunto de pasos que nos permitan
solucionarlo.

Son muchas las formas posibles de realizar el proceso anteriormente descrito.
Por ejemplo, el conjunto de sintomas puede ser obtenido mediante consultas a un
usuario, utilizando sensores que tomen la informacién directamente del mundo
real, o una combinacién de ambos. De igual forma, el diagsnéstico del problema
puede ser presentado como una ayuda al usuario o por el contrario que sea el propio
sistema el que se encarge del control de aquellos elementos que lo resuelvan. En
cualquier caso, al conjunto Hardware (ordenador, sensores, ...) y Software que
nos permite resolver el problema lo podriamos considerar como un ezperto en la
materia.

Podemos encontrar distintas definiciones de lo que es un Sistema Experto:

— [6] “Sistema informdtico que utiliza el conocimiento sobre un determinado
dominio para alcanzar la solucién ante un problema de ese dominio. Esta
solucién es esencialmente la misma que la que se obtendria por una persona
con conocimiento de la materia cuando se enfrentase al mismo problema”.

— [2] “Sistema informdtico que simula a los expertos humanos en un drea de
especializacion dada”.

De forma genérica, y considerando las definiciones anteriores, podemos pen-
sar que la mayoria de los programas de ordenador son sistemas expertos ya que
resuelven un problema concreto dentro de un dominio determinado. Sin embargo,
para poder ser considerado como Sistema Experto, el sistema tiene que tener la
capacidad de justificar y explicar la solucién propuesta.
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Este tipo de sistemas son de gran utilidad en aquellos dominios donde ecl
numero de expertos no es muy grande, o bien son muy costosos. También se
pueden aplicar para resolver problemas cuando los datos, o la forma en la que los
expertos humanos razonan, no estan completamente determinadas o para obtener
soluciones en aquellos problemas donde las bases tedricas atin estan incompletas.

1.1 Componentes de un Sistema Experto

En esta seccién comentaremos las distintas componentes de un sistema ex-
perto. Antes de analizar cada una de estas componentes queremos hacer especial
énfasis en el hecho de que para el usuario final el Sistema Experto no es mas
que un programa con tres partes bien diferenciadas (representadas en la siguiente
figura) que pasamos a analizar

1
[
Programa \
|| oo h

Interfase
Inteligent \\ ' J
teligente
. - J \*
; 3
/4
Base de Datos /| Usuario

Sistema Experto Usuario

Figura 1. Visi6én del usuario de un Sistema Experto

— Interfase de usuario que proporciona una comunicacién amigable con el siste-
ma, siendo la encargada de gestionar las entradas y salidas del mismo, entre
las que podemos encontrar las conclusiones obtenidas, las justificaciones que
explican tales conclusiones, etc. Esta interfase puede ser grifica, utilizando
lenguaje natural o mediante el uso de menuis.

— El programa inteligente, que de cara al usuario sélo es una caja negra que
realiza las tareas de razonamiento y se encarga de obtener los resultados que
necesita. El usuario final no tiene idea de cémo se realiza el razonamiento, y
generalmente tampoco le interesa el conocerlo.
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— La base de datos especifica del problema que se esta resolviendo, que incluye
toda la informacién proporcionada por el usuario al sistema, la informacién
obtenida de los sensores y todas las conclusiones que el programa inteligente
ha sido capaz de obtener.

Desde el punto de vista de la persona que se encarga del desarrollo de sistemas
expertos el esquema inicial se amplia, en particular el ‘programa inteligente’ que
observaba el usuario final. En cualquier caso, una caracteristica esencial de todo
sistema experto es que se tiene una clara separacién entre el conocimiento y la
forma de utilizarlo. En la siguiente figura presentamos cada uno de estos médulos,
que pasamos a detallar.

l \ Maodulo de Interfase de
" ~__ Base Motor / Usuaim

Adquisicion »

Expento de - \
del Basc de Datos

y Comacimicnto Inferencia
Conocimicnto

|4

%

Datos

Figura 2. Componentes del Programa Inteligente

— La Base de Conocimiento es la parte mas importante de un sistema experto.
Incluye todo el conocimiento relevante que se tiene sobre el dominio del pro-
blema que estamos considerando. Podemos encontrar distintos formalismos
para representar este conocimiento, como por ejemplo la légica de predicados,
reglas, distribuciones de probabilidad, etc.

— El Motor de Inferencia se encarga de obtener las conclusiones a partir de la
informacién de la que dispone (almacenada en la base de datos y en la base de
conocimiento). Este médulo se puede considerar como el cerebro del sistema
experto.

— Moédulo de adquisicién de conocimiento se encarga de obtener la base de cono-
cimiento. Cuando disponemos de un experto humano, éste médulo permite
obtener la informacién necesaria y en el formato seleccionado. Sin embargo,
son muchos los problemas para los que no disponemos de un experto. En este
caso, podemos utilizar la informacién almacenada en una base de datos (u
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obtenida mediante la repeticién sucesiva de un experimento) con la finalidad
de obtener la base de conocimiento.

Es muy importante tener clara la diferencia entre lo que son DATOS y CONOCI-
MIENTO. Los datos hacen referencia a una ejecuciéon particular del sistema experto,
tienen una validez temporal (la de la propia ejecucién), destruyéndose al finalizar
la aplicacién. Por otro lado, el conocimiento expresa afirmaciones de validez gene-
ral, teniendo una validez permanente. Por ejemplo, en un sistema experto médico
la base de conocimiento almacena informacién del tipo Si un paciente tiene fiebre
es conveniente aplicarle un antitérmico, mientras que en la base de datos se tienen
hechos como que el paciente A.P.L. tiene una temperatura de 39.5°C.

2 Sistemas Expertos Basados en Reglas

En general, los primeros sistemas expertos, por ejemplo Dendral ([12]: Ob-
tiene estructuras moleculares a partir de andlisis espectrales) y MYCIN ([18]:
Diagnéstico y tratamiento de enfermedades de la sangre) pertenecian a este tipo
de sistemas. .

Las reglas nos permiten representar conocimiento del siguiente tipo:

Si la temperatura es superior a 37°C entonces el paciente tiene fiebre
Si un libro es anterior al siglo XVII 'y es raro entonces es un libro caro

En general, las reglas son del tipo
SI Condicion ENTONCES Accidn

En este tipo de sistemas, la parte SI de la regla (también llamada premisa o
antecedente) es testeada y en caso de ser cierta, la parte ENTONCES (también
llamada accion o consecuente) se activa, dando como resultado un mievo conjunto
de hechos.

Por ejemplo, supongamos el siguiente hecho “El paciente A.P.L. tiene una
temperatura de 39.5°C”. Si lo emparejamos con las reglas anteriores, tenemos
que (39.5°C > 37°C) es cierto y por tanto, podemos concluir que el paciente
A.P.L. tiene fiebre.

Tanto en la Condicidn como en la Accién de una regla se pueden representar
expresiones légicas compuestas, conectadas por los operadores l6gicos y, o, no,
como por ejemplo:

SI Ay (no) BENTONCES CyD
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Aiun existiendo grandes inconvenientes para este tipo de sistemas, su popula-
ridad, simplicidad y la similaridad con la forma de razonamiento humano hacen
que sean una herramienta de gran utilidad para un conjunto amplio de problemas

En un sistema experto basado en reglas, el motor de inferencia se encarga de
seleccionar de la base de conocimiento aquellas reglas que son aplicables. Para
ello, empareja la Condicidn de las reglas con el conjunto de hechos (almacenados
en la base de datos) y en caso de ser ciertos aplica las reglas obteniendo (‘infiere’)
nuevos hechos que se incorporan a la base de datos. Repitiendo este proceso se
produce un encadenamiento de conclusiones.

El principal problema que se plantea es el de crear un conjunto de inferencias
que nos permita llegar desde la definicién inicial de problema a la solucién. En
este sentido podemos encontrar dos estrategias principales:

1 Avanzar desde el conjunto de datos o hechos hacia las conclusiones o razona-
miento hacia delante. La regla de inferencia necesaria para realizar este tipo
de razonamiento es el MODUS PONENS que expresa la siguiente idea:

MobDus PONENS

Regla: SI A Entonces B
Hechos: A es cierto
Conclusién: B es cierto

2 Seleccionar una posible conclusién e intentar demostrar su validez encontran-
do algunas evidencias que la soporten o rizonamiento hacia atris. La regla
de inferencia que se utiliza en este sentido 2s el MODUS TOLLENS:

MobDus TOLLENS
Regla: SI A Entonces B
Hechos: B es falso
Conclusion:|A es falso

Ejemplo 1. Consideremos el siguiente problema, donde para obtener la calificacién
global de una asignatura se realizan dos evaluaciones y donde dicha calificacién
se establece con el siguiente conjunto de reglas:
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Base de Conocimiento

R1: Si (Nota-Practicas > 5) Entonces Précticas-Aptas
R2: Si (Nota-Practica > 4) y (Nota-Practica < 5) Entonces Practicas-Cond.
R3: Si (Nota-Teoria > 5) Entonces Teoria-Aprobada.
R4: Si (Nota-Teoria > 3) y (Nota-Teoria < 5) Entonces Teoria-Cond.

R5: Si (Practicas-Aptas) y (Teoria-Aprobada) Entonces Aprobado.
RG: Si (Précticas-Cond.) y (Teoria-Aprobada) Entonces Aprobado.
R7: Si (Practicas-Cond.) y (Teoria-Cond.) Entonces Suspenso.

Supongamos que tenemos los siguientes hechos:

Base de Datos
[Nota-Précticas = 4.5 Nota-Teoria = 7|

Aplicando el modus ponens (se consideran la base de datos actual y la base de
conocimiento) tenemos que utilizando la regla R2 podemos inferir que Préctica-
Cond es cierto y cuado lo aplicamos sobre R3 concluimos que la teoria de la
asignatura estd aprobada. Por tanto, la base de datos se transforma, incluyendo
dos nuevos hechos:

Base de Datos

Nota-Pricticas = 4.5 Nota-Teoria = 7
Practicas-Cond Teoria-Aprobada

Con estos dos nuevos hechos tenemos (usando R6) que la nota final de la
asignatura seria Aprobado. ]

Un esquema similar se puede considerar para ¢l razonamiento hacia atras.

Hay que destacar que el razonamiento hacia delante es especialmente intere-
sante cuando partimos de un conjunto de datos no muy elevado (en comparacion
con el nimero de conclusiones posibles) y, de forma inversa, el razonamiento ha-
cia atras es especialmente 1til cuando el niimero de conclusiones que se pueden
obtener no es muy elevado.

Este tipo de sistemas se han utilizado para resolver problemas en una gran
cantidad de dominios. Entre las razones de peso que justifican su uso, podemos
encontrar

1. Su modularidad: Cada regla es una unidad independiente de conocimiento
que puede ser anadida, modificada o eliminada independientemente del resto
de las reglas existentes. Este hecho proporciona a este tipo de sistemas de una
gran flexibilidad.

2. Su uniformidad: Todo el conocimiento del sistema es expresado con el mismo
formato. Esto permite que la adquisicién del conocimiento sca una tarea mas
facil
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3. La naturalidad: El expresar el conocimiento en forma de reglas se aproxima a
la forma de razonar de los expertos humanos.

Aun siendo muchas sus ventajas, este tipo de sistemas presentan inconvenien-
tes, como por ejemplo:

1. Mantenimiento de la coherencia entre las reglas de la base de conocimiento:
En este sentido son dos los principales problemas que pueden aparecer

— Un encadenamiento infinito, que aparece cuando en la base de conoci-
miento encontramos reglas del tipo:

Si A Entonces B

Si B Entonces A
En este caso, el motor de inferencia puede ciclar infinitamente. Este hecho
es especialmente dificil de detectar cuando tenemos un elevado niimero de

reglas y la regla que cierra ciclo aparecen después de varias etapas de
razonamiento, como por ejemplo:

Si A EntoncesB ; SiBEntoncesC ;...; SiK Entonces A

— Problemas de ampliacién de la base de conocimiento: En algunas situacio-
nes es necesario realizar una actualizacién del conocimiento, por ejemplo
anadiendo excepciones pcra un determinado conjunto de reglas o bien
incorporando nuevo conocimiento. En estos casos, y con la finalidad de
mantener la coherencia entre las reglas, puede ser necesario incluir un
elevado nimero de reglas, provocando que la base de conocimiento se
haga innecesariamente grande. En estas situaciones, puede ser preferible
reconstruir la base de conocimiento, con el coste que ello implica.

2. Tienen dificultades para retractarse de anteriores conclusiones: Este problema
viene provocado por el cardcter modular y monétono de este tipo de sistemas.
Asi, cuando se cumple la premisa de una regla, nos da licencia para actuar
sin tener en cuenta el resto del conocimiento. Por ejemplo, consideremos el
siguiente conjunto de reglas. Partiendo de que tenemos como hecho A, la
primera regla nos permite deducir B. Si posteriormente aparece como hecho
C, entonces podremos inferir no B (aplicando la segunda y tercera regla),
obteniendose una contradiccién en el proceso de razonamiento (se deducen
como hechos B y no B).

Si A Entonces B
Si C Entonces D
Si D Entonces no B
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3. Opacidad: Las divisién de la base de conocimiento en pequena reglas tiene
como ventaja que cada una de ellas es facil de utilizar individualmente, ga-
nando el sistema en modularidad. Sin embargo, se tiene que pagar un precio
por ello (que en muchos casos resulta clevado) consistente en una pérdida de
una perspectiva global sobre ¢l problema que estamos considerando.

4. Ineficiencia: Durante el proceso de inferencia, en cada iteracidon es necesario
chequear cada regla para ver si es aplicable. Este proceso, atn cuando se han
hecho avances para tratar de solucionarlo, es altamente costoso.

3 Sistemas Expertos que trabajan en entornos con
incertidumbre

Hasta este momento, hemos venido considerando que para aplicar una regla es
condicién imprescindible que su premisa sea cierta. Ademads, como consecuencia
de su aplicacién tenemos que se ainade un nuevo hecho (o conjunto de hechos) a
la base de datos.

Sin embargo, cuando consideramos problemas reales, la situacién no es tan
idilica como la presentada. En la mayoria de los casos, el experto obtiene su
conocimiento en base a su experiencia sobre el problema en cuestion, es decir, el
conocimiento es de tipo heuristico. Por ejemplo, un experto puede tener como regla
que El fumar provoca cdncer de pulmon. Sin embargo, del hecho ”Juan fuma”no
se puede concluir con certeza que “Juan tenga cancer de pulmén”. De igual forma,
la incertidumbre puede venir asociada al conjunto de datos, por ejemnplo, pueden
faltar datos o bien estos no han podido determinarse de forma precisa por un
error.del aparato de medida.

Se puede decir, sin temor de faltar a la verdad, que la mayor parte del conoci-
miento humano consiste en sentencias y reglas, de las que no podemos garantizar
su certeza. Usualmente, las evidencias que tenemos (los hechos de un sistema
basado en reglas) no nos permiten deducir con seguridad las conclusiones ni su
negacion, sin embargo permiten dar mayor credibilidad a una determinada senten-
cia, aunque no se disponga de garantia absoluta sobre la correccion de la misma.
Por tanto, si queremos diseniar un sistema experto capaz de obtener las mismas
conclusiones que un experto humano, tenemos que dotarlo de la capacidad de
razonar con este tipo de conocimiento incierto.

Cuando tratamos de incorporar cl tratamiento de la incertidumnbre dentro de
un sistema experto hemos de tener en cuenta los siguientes factores:

1. ; Cémo se representa la incertidumbre sobre los datos?
2. ; Cémo combinar dos o mas elementos de informacion incierta?
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3. ; Coémo realizar inferencias utilizando datos inciertos.?

El primer sistema experto que consideré conocimiento incierto fué MYCIN.
Una regla Si A Entonces B se representaba de la forma A 53 B expresando la
idea de que si conoces A, entonces se puede actualizar la certeza de B en cierta
cantidad, funcién de la fuerza de la regla, m. El valor m es denominado factor de
certeza de la regla y toma valores en el intervalo [—1,1] (1 para completamente
cierto y -1 para completamente incierto).

La modularidad de los sitemas basados en reglas permite que el valor de verdad
de un conjunto de reglas se defina como una funcién del valor de verdad de
las subformulas que las componen. En este sentido podemos decir que tratan la
incertidumbre como valores de verdad generalizados.

A modo de un ejemplo sencillo, consideremos el siguiente conjunto de reglas:

A™SPc, c™3 "' D; D™RE

y supongamos que observamos A (la certeza de A es 1). Entonces nuestra creencia
sobre C se actualiza a un valor 0.8, Ctz(C)=0.8, de igual forma, encadenando el
razonamiento, la certeza que tenemos sobre D se obtiene mediante el producto
Ctz(C)#*ma, esto es Ctz(D)= 0.8+ 0.7 = 0.56 y la certeza sobre E, Ctz(E)=0.56 *
0.9 = 0.504.

Podemos tener reglas con un antecedente formado por una sentencia compues-
ta, como por ejemplo

AyB™S°C

donde la certeza de A es 0.9 y la certeza de B es 0.5. En estos casos, MYCIN
calcula el valor de certeza para la sentencia (A y B) como una funcién de las
certezas de A y B, por ejemplo el operador minimo, esto es Ctz(A y B) =
min{0.9,0.5} = 0.5 y por tanto asigna a C un valor de certeza 0.4 (0.8*0.5). En
(18] podemos encontrar mecanismos de propagacién que permiten trabajar con
sistemas mas complejos.

Un sistema basado en reglas que incorpore el tratamiento de la incertidumbre
en su proceso de inferencia hereda las mismas ventajas y desventajas que los siste-
mas basados en reglas tradiciones. Sin embargo, el uso de este tipo de informacién
incierta provoca la aparicién de nuevos problemas:

1. Manejo incorrecto de inferencias bidireccionales. En este tipo de sistemas apa-
recen problemas cuando tratamos de utilizar un razonamiento en los dos sen-
tidos. Asi, consideremos la siguiente regla

Si Hay-Fuego Entonces Hay-Humo
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Supongamos que tenemos el hecho "Hay-Humo”. En este caso, ni el modus
ponens (razonamiento hacia delante), ni el modus tollens (razonamiento hacia
atras) se pueden aplicar. Sin embargo, parece sensato pensar en una segunda
regla que expresase la idea de que

Si Hay-Humo Entonces Es-Mas-Creible Hay-Fuego

La incorporacién de esta regla a la base de conocimiento puede hacer que
nuestro sistema cicle indefinidamente. Para evitar este tipo de problemas, los
sistemas basados en reglas no permiten el uso de los dos tipos de razonamiento
simultanemente.

2. No tratan de manera adecuada las fuentes de informacién dependientes. Cuan-
do se dispara una regla, el peso que se asigna a la conclusién dependene
unicamente del peso de las premisas, pero no se tiene en cuenta de donde
vienen esas premisas. Los resultados obtenidos son los mismos, independien-
temente de que si la informacién proviene de una tnica fuente que ha seguido
diferentes caminos, o por el contrario proviene de fuentes independientes.

Desde su aparicién, son muchos los sistemas que han utilizado los factores
de certeza con buenos resultados en su drea de aplicacién. Sin embargo, en gran
parte, su éxito se debe a una correcta descripcién del conocimiento en forma de
reglas y no a la asignacién de valores concretos a los factores de certeza. Ademais,
el uso de factores de certeza ha recibido multiples criticas por su incapacidad
de representar ciertas dependencias entre las observaciones y la forma en la que
combina el conocimiento. Este hecho provoca la necesidad de encontrar otros
formalismos mds adecuados para trabajar con incertidumbre.

Entre los mas antiguos podemos encontrar la Teoria de la Probabilidad [16].
En 1654 Pascal y Fermat, partiendo de una nocién intuitiva de la idea de ‘azar’ o
‘aleatoriedad’, presentan una primera aproximacién al concepto de probabilidad.
El transcurso de los afios ha dotado a este formalismo de unas sélidas bases
matematicas, convirtiendolo en uno de los mecanismos mas utilizados para el
tratamiento de la incertidumbre.

La Teoria de la Probabilidad permite codificar la informacién sobre el pro-
blema desde otra perspectiva. En lugar de asignar valores de verdad de forma
independiente a cada una de las férmulas, el conocimiento inicial es considerado
desde un punto de global, ofreciendo una semantica clara. Este hecho, unido a su
solidez tedrica, se puede considerar como la causa de que en los primeros sistemas
expertos se intentase utilizar la teoria de la probabilidad como herramienta para
tratar la incertidumbre. El principal problema que se planteaba era el alto coste
computacional necesario, llegando incluso a considerarlo como una tarca intratable
(Gorry 1973 [7]).



12 J.F. Huete

Por tanto, este tipo de sistemas necesitan de mecanismos especiales que per-
mitan realizar el razonamiento de forma eficiente. Con este fin se recurre al uso
de relaciones de dependencia/independencia entra variables. La idea es tener una
codificacion del conocimiento de tal manera que lo que realmente es relevante
pueda ser reconocido ficilmente, y en este sentido, aquello que no es conocido
localmente es ignorado.

Un tipo de sistema experto que tiene en cuenta estas consideraciones lo consti-
tuyen las Redes Probabilisticas, permitiendo obtener (utilizando calculos locales)
los mismos resultados que si se hubiese trabajado con la informacién global. Son
muchos los sistemas expertos que utilizan estas estructuras como base de su razo-
namiento, como por ejemplo MUNIN [5], PATHFINDER [9] en medicina, BOBLO
(14] em agricultura, VISTA [10] en aeronaiitica, etc.

Para finalizar la seccién, destacar que existen otros muchos formalismos al-
ternativos para el tratamiento de la incertidumbre, como por ejemplo la Teoria
de la Posibilidad [4], medidas de evidencia [3,17], o los conjuntos difusos [20].
Dichos formalismos también han sido utilizados, con mayor o menor éxito, en el
desarrollo de sistemas expertos [8].

4 Teoria de la Probabilidad

Nuestro interés se centra en el estudio de sistema expertos probabilisticos. Por
tanto, dedicaremos esta seccion a realizar un breve repaso sobre la Teoria de la
Probabilidad.

Podemos encontrar distintas aproximaciones al concepto de PROBABILIDAD.
Entre ellas podemos destacar la aproximacién objetiva, que considera la proba-
lidad como la frecuencia relativa de un experimento (razén entre el mimero de
veces que se obtiene una determinada salida y el nimero total de veces que se
realiza el experimento). Por ejemplo, si lanzamos 100 veces un dado y 19 de ellas
obtenemos el valor 5, entonces la probabilidad de dicha salida se obtiene mediante
la razén %, esto es, P(Dado = 5) = 0.19.

Supongamos que queremos realizar un experimento, E. El conjunto de posibles
salidas para este experimento se denomina espacio muestral, U. Un subconjunto
del espacio muestral es lo que se denomina suceso A. Los sucesos que incluyen un
tunico elemento se denominan sucesos simples o dtomos. La probabilidad de que
ocurra un suceso A se denotard por P(A).

Ejemplo 2. Nuestro experimento, E, consiste en seleccionar de forma aleatoria a
una poblacién de 100 personas. De estas personas estamos interesados en estudiar
la variable color de pelo CP, que tomard valores en el conjunto {Rubio (R),
Moreno (M), Castaiio (C), Pelirrojo (P)}. En este caso, U viene representado por
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U = {RUM UC U P}. Un suceso puede ser un inico aitomo, CP = {R} o bien
estar formado por un conjunto de estos CP = {RUC}.

Imaginemos que los individuos seleccionados se distribuyen como indica la
siguiente tabla:

Castano = 45; Rubio =15
Pelirojo = 5; Moreno = 35
a

La aproximacién frecuentista me permite determinar la probabilidad de un
suceso A, P(A) como

Numero de individuos que hacen cierto el suceso A
Nimero total de individuos

P(A) =

También es posible utilizar una aproximacién subjetivista al concepto de pro-
babilidad, considerandose como la creencia que un individuo determinado tiene
sobre la salida de un experimento.

Aziomas de Kolmogorov A.N. Kolmogorov establece el siguiente conjunto de axio-
mas:

1. La probabilidad de un suceso es no negativa, P(4) > 0 (P(A) = 0 expresa
que el suceso no ocurre y P(A) = 1 indica que el suceso es seguro).

2. La probabilidad del espacio muestral X es 1, P(X) = 1, indicando que con
seguridad la salida del experimento se encuentra en X.

3. Cuando tenemos un conjunto de sucesos mutuamente excluyentes (con inter-
seccién vacia) A, A,,..., A, entonces la probabilidad de que al menos uno
de estos sucesos ocurran es la suma de las probabilidades individuales, esto es

P(A UAyU... A,) = P(A) + P(A2) + ... P(A,)

Una probabilidad nos permite asignar nuestras creencias sobre el “conjunto de
de mundos posibles” que forman el espacio muestral. Por cjemplo, como A y su
complementario, A son sucesos disjuntos y considerando que .X = AUA, podemos
deducir que

P(A) + P(A) =1

De forma andloga obtenemos que
P(AUB)=P(A)+ P(B)- P(ANnB)

Ejemplo 3. (Continuacién) Si consideramos los dtomos del experimento tenemos
que
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P(CP =C)=045P(CP=R)=0.15
P(CP = P) = 0.05 P(CP = N) = 0.35

y la probabilidad de que una persona escogida al azar (dentro de la poblacién)
tenga el color de pelo rubio o castaio se obtiene como

P(CP ={RUC)})=P(CP=R)+P(CP=C)=0.15+0.45 = 0.60

0

Probabilidad Marginal Sean X, X,,..., X, un conjunto de variables aleatorias
que toman valores discretos y sea {z,Zs,...,Z,} el conjunto de sus posibles
realizaciones. Sea P(z,,zs,...,Z,) una probabilidad sobre X;, X»,... , X, (dis-
tribucién de probabilidad conjunta), esto es

P(.’L‘l,.‘l‘g,... ,.‘l‘n) =P(X1 =.121,X2 =T2y... ,Xn =Xn)

Entonces la distribucién de probabilidad marginal sobre la i-ésima variable se
obtiene mediante

P(z;) = P(X; =zi) = z P(z,,...,r

(z:) (X ) T1yee o s Tic1y Titly -+ 1 T (21 +Zn)
FEjemplo 4. Si X, representa si una persona es fumador o no X; = {si,no}, y X;
representa si una persona tiene cdncer de pulmén o no, X; = {si,no}, entonces
las posibles realizaciones serdn pares de la forma {si,si}, {si,no}, etc. Supongamos
que la probabilidad se distribuye entre los 4tomos como indica la figura

Cancer Pulmon

Si i No
si | 0200 005
Fuma [~ -E -----------------
No 0.05! 0.70
1

Figura 3. Experimento

La probabilidad de que una persona sea fumadora, P(X; = si), se obtendria
como la marginal sobre la variable X, es decir, P(X, = si) = P(X, = s1, X2 =
si) + P(X, = si, X2 = no) = 0.20 + 0.05 = 0.25 o
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Probabilidad Condicionada Sean X e Y dos conjuntos disjuntos de variables que
toman valores en {zy,...,zn} ¥ {y1,--. ,ym}- La distribucién de probabilidad
condicionada de X dado que Y =y; (con j € {1,...,m} y P(Y =y;) > 0) viene
dada por
P(.’L‘,’, yj)

P(y;)

Por tanto, la distribucién de probabilidad conjunta puede obtenerse como
P(zi,y;) = P(y;)P(zily;)

La distribucién de probabilidad conjunta nos va a permitir actualizar nuestro
conocimiento a la luz de nueva informacién.

Vr; € X;P(X =zi|Y =y;) = P(zilyj) =

Ejemplo 5. Continuando con el ejemplo anterior, supongamos que tenemos in-
formacién adicional y sabemos que una determinada persona de la poblacién es
fumadora. Entonces la probabilidad de que esa persona padezca cancer de pulmén
se obtiene como

P(‘\'l = Si,.x"_) = Sl) _ 0.20

P(Xi=si) 025 080

P(Xz = Sile = Sl) =
a

Independencia Probabilistica Las siguientes definiciones nos permiten establecer
la independencia entre sucesos o variables.

Definicién 1. Sean X ¢ Y dos subconjuntos disjuntos del conjunto de variables
aleatorias {Xj,...,X,}. Entonces sc dice que X es MARGINALMENTE INDEPEN-
DIENTE de Y, y lo notamos por I(X,0,Y), si y solamente si para todos los posibles
valores £ de X e y de Y se satisface que

P(zly) = P(z)

En caso contrario, X se dice que es (marginalmente) dependiente de Y, y se denota
por =I(X,0,Y). O

Ejemplo 6. Si consideramos el ejemplo anterior podemos ver que ser fumador y
tener cancer de pulmoén son dos variables dependientes:

P(X, = si) = 0.25 # P(X, = si|X» = no) = (0.05/0.75) = 0.066.
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Definiciéon 2. Sean X,Y y Z tres conjuntos disjuntos de variables, entonces se
dice que X es CONDICIONALEMENTE INDEPENDIENTE de Y dado que conocemos
Z,y lo notamos por I(X, Z,Y), si y solo si para todos los valores z,y,z de X,Y, Z
(respectivamente) se satisface que

P(z|z,y) = P(z|2)
En caso contrario, se dice que son condicionalmente dependientes, y lo notamos
por ~I(X,Z,Y). a

Ejemplo 7. Supongamos que X,Y y Z son tres variables que toman valores en el
conjunto {0, 1} y supongamos que la distribucién de probabilidad conjunta viene
representada en la siguiente tabla.

XYZP X
0 0 0(0.015(|1
0 0 1|0.135(|1 0.14
01 0)0.03 |1 0.245
011012 |1 1 1]0.105

En este ejemplo, podemos ver como las variables X e Y son marginalmente inde-
pendientes I(X,0,Y), esto es

P(X=0)=03=P(X=0Y =0)=P(X =0Y =1)
P(X=1)=07=PX=1Y =0=P(X =1|Y =1)

Sin embargo, conocido el valor de Z, X e Y son condicionalmente dependientes,
-I(X,Z,Y) ya que, por ejemplo, P(X =0]Y =1,Z=1) # P(X =0|Z = 1).

P(X=0Y=12=1) 012

Z|p
0[0.21
1

0

- o o

PX=0Y=1,2Z=1)= PV oTZoD = o2 = 09
o _P(X=0,Z=1) __ 0255 _
P(X=01Z=1)= FZeD == o5 =%

O

Teorema de Bayes Este teorema nos permite representar la probabilidad condi-
cionada P(y|z) mediante la siguiente expresion:

P(z|y)P(y)
P(z)
Si tenemos en cuenta que P(z) = }° .y P(z,y) y que P(z,y) = P(z|y)P(y) el
teorema de Bayes lo podemos representar mediante la siguiente expresién
P(z|y)P(y)
Yy Ply)P(y)

P(ylz) =

P(ylz) =
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5 Sistemas Basados en Reglas Probabilisticos

Veamos como podemos utilizar la teoria de la probabilidad como herramienta
para el tratamiento de la incertidumbre en un sistema basado en reglas. En este
caso, las reglas serin de la forma:

SI X es cierto
Entonces puede deducirse Y con probabiliada p

donde p se puede interpretar como la probabilidad condicionada de Y, dado que
conocemos X, P(Y|X es cierto).

Son muchos los dominios en los que el experto tiene codificado el conocimiento
en base a relaciones del tipo causa - efecto. Asi, en problemas médicos las reglas
suelen ser del tipo:

Si el paciente tiene la enfermedad
entonces presentard un sintoma con una probabilidad p

Por ejemplo,

Si un paciente esta resfriado
entonces estornudara con una probabilidad de 0.75,

o desde el punto de vista probabilistico, P(Y = est|X = res) = 0.75

En estos casos, cuando consideramos problemas de diagnéstico, los datos o
hechos que se conocen estdn formados por un conjunto de sintomas, como por
ejemplo que el paciente estornuda. La pregunta que nos planteamos es ; Es posible
modificar nuestra creencia sobre el hecho ‘el pac’ente esta resfriado’?. A este tipo
de razonamiento se le conoce como razonamiento abductivo, pretendiendo buscar
el conjunto de causas (hipétesis) que mejor explican los sintomas (evidencias).

El uso del formalismo probabilistico nos permite realizar este tipo de razona-
miento. En concreto, es suficiente con el uso de la regla de Bayes

Ejemplo 8. Supongamos que conocemos los siguientes datos:

- La probabilidad de que Pedro esté resfriado es de 0.2, P(X = res) = 0.2

- La probabilidad de que Pedro esturnude cuando esta resfriado es 0.75, P(Y =
est|X =res) =0.75

- La probabilidad de que Pedro esturnude cuando no estd resfriado es 0.1,
P(Y =est|X =7es) =0.1
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Entonces, si tenemos en cuenta que 1 = P(X = res) + P(X = Fes), podemos
calcular la probabilidad de que Pedro estornude como

P(Y = est) = [P(Y = est|X = res)P(X = res)] + [P(Y = est|X = 7es)P(X =Tes)]
(0.75)(0.2) + (0.1)(0.8) = 0.15 + 0.08 = 0.23

y, utilizando la regla de Bayes obtenemos que, si sabemos que Pedro ha estornudado,

la probabilidad de que esté resfriado es

P(Y =res|X =res)P(X =res) _ (0.75)(0.2) _
P(Y = est) 0238

P(X =res|P(Y =est) = 0.65
Por tanto, podemos decir que el que Pedro estornude incrementa 3 veces la proba-
bilidad de estar resfriado. 0

Cuando utilizamos un sistemas basado en reglas estamos asumiendo de forma
implicita que cada regla es independiente de las demas reglas. Esta suposicién es
poco realista y como resultado de ella podemos obtener resultados extrafios a la
hora de realizar las tareas de razonamiento. Por ejemplo, dos sintomas, considera-
dos de forma independiente, pueden indicar que cierta enfermedad es probable en
un grado 0.8. Sin emgargo, puede ocurrir que cuando consideramos los sintomas
de forma conjunta pueden eliminar la creencia de que el paciente sufra dicha
enfermedad (los sintomas se anulan entre si). Este mal funcionamiento proviene
de un uso incorrecto de las hipétesis de independencia entre las variables que
componen la regla. En la siguiente seccién veremos como los sistemas expertos
probabilisticos permiten resolver el problema.

6 Sistemas Expertos Probabilisticos

Son dos los elementos esenciales que caracterizan a un sistema experto: La
base de conocimiento y el motor de inferencia. Desde un punto de vista general,
en un sistema experto probabilistico la base de conocimiento estd formada por
un conjunto de variables X},... , X, y una distribucién de probabilidad conjunta
sobre ellas P(z,,...,z,). Por otro lado, un motor de inferencia basico sera aquel
que nos permita actualizar nuestra informacién sobre una determinada variable
(o conjunto de ellas), X, ante la presencia de un conjunto de hechos, evidencias o
sintomas determinados, E . En teoria de la probabilidad este motor de inferencia
nos es mas que el calculo de la probabilidad condicional P(X|E).

Si tratamos de realizar una aproximacién directa, en la que representamos la
distribucién de probabilidad conjunta con una tabla, pronto nos damos cuenta
de que, incluso en problemas con un conjunto pequeiio de variables, el problema
es intratable. Supongamos que para representar un valor numérico, esto es, un



Sistemas Expertos Probabilisticos 19

valor de probabilidad concreto, necesitamos 4 bytes y supongamos que tenemos
10 variables bivaluadas. En este caso, necesitaremos de una tabla con 2!0 entra-
das y, por tanto, de 4 KiloBytes para alimacenar la distribucién de probabilidad
conjunta. Este tamaiio puede parecer razonable, pero si multiplicamos por dos el
nimero de variables, el tamaiio necesrio para almacenar la tabla (2°° entradas)
pasa a ser de 4 MegaBytes, y si volvemos a duplicar (40 variables) necesitamos
de 4095 GigaBytes. Este comportamiento es debido a que el tamaiio de la tabla
crece exponencialmente con el nimero de variables (para n variables bivaluadas
necesitamos 2" entradas en la tabla). Como consecuencia de esto, el proceso de
inferencia con este tipo de estructuras es altamente costoso.

“®

Sin embargo, son muchas las aplicaciones prdcticas en las que conocemos “a
priori” que, por ejemplo, dos variables son (marginal o condicionalmente) inde-
pendientes. En estos casos, podemos utilizar dicha informacién con el objetivo
de reducir el espacio necesario para almacenar la distribuciéon de probabilidad
conjunta. La idea es dividir o factorizar dicha distribucién en un conjunto de
distribuciones mds pequefas (que involucran a menos variables), pero con la mis-
ma representatividad. En cualquier caso, es necesario proporcionar un método
que permita recuperar los valores originales de la distribucién de probabilidad
conjunta.

Por ejemplo, supongamos que tenemos 2 variables, X e Y, donde cada una
de ellas puede tomar 10 valores, {z;,...,z10} ¢ {y1,.-..,¥y10}. Para almacenar
la distribucién conjunta, el nimero de entradas necesarias en una tabla (cada
entrada es de la forma (z;,y;) con i,j € {1,...,10}) es de 10 x 10 = 100. Si
conocemos que X e Y son variables independientes, esto es P(z|y) = P(z) Vz €
X,y €Y, tenemos que P(x,y) se puede expresar mediante P(z,y) = P(z)P(y).
En este caso, es posible almacenar inicamente las distribuciones de probabilidad
(marginal) para X e Y, P(z) y P(y), de forma independiente (necesitaremos 2
tablas con 10 entradas cada una) y recuperar la distribucién conjunta realizando
una operacién de multiplicacién.

Semanticamente, el que dos variables, X ¢ Y, sean independientes expresa la
idea de que “ el conocer que la variable Y toma un determinado valor (Y = y;) no
aporte ninguna informacion sobre nuestra creencia en el valor que puede tomar
la variable X (y viceversa) ”. Si tenemos en cuenta dicha informacién a la hora
de realizar tareas de razonamiento, podemos evitar el realizar cilculos que desde
el principio sabemos que son innecesarios.

La idea basica es codificar el conocimiento de tal manera que no sea necesario
el utilizar informacién que sea irrelevante y, por otro lado, la informacion relevante
sea facilmente accesible. Podemos encontrar distintos modelos para implementar
esta idea. Entre ellos, queremos destacar las redes de Markov [2,13] y las redes
Bayesianas [2,11,15,13]. Ambos sistemas se apoyan en modelos gréficos para re-
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presentar de forma explicita las relaciones de dependencia e independencia entre
las variables.

Por ejemplo, las redes de Markov se representan graficamente mediante grafos
no dirigidos, donde los nodos representan las variables y una relacién de depen-
dencia entre dos variables se representa mediante la existencia de un camino o
conexién entre ellas. Por otra parte, en estos modelos también se representan las
relaciones de independencia. En concreto, si X,Y y Z son conjuntos disjuntos de
variables, entonces

1. Una independencia marginal I(X,®,Y’) viene representada por la inexistencia
de conexién entre las variables de X e Y.

2. Una relacién de independencia condicionada del tipo I(X, Z,Y’) se representa
por el hecho de que todo camino que conecta las variables de X con variables
de Y contiene algin nodo de Z. Por tanto, si los nodos en Z son borrados del
grafo las variables X e Y quedan desconectadas.

En conclusién, hemos dotado a la estructura grafica (el grafo no dirigido)
de una semantica clara de dependencia / independencia. Esto es, dado un grafo
y analizando caminos en el mismo, somos capaces de determinar cuando dos
variables son dependientes o no. Notaremos por I(., .,.)¢ al conjunto de relaciones
de independencia que se pueden obtener del grafo.

Ejemplo 9. Supongamos que tenemos cuatro variables bivaluadas:

- Llueve: (1 - Llueve en este momento; 0 - No llueve)

- Suelo Mojado: (1 - Suelo estd mojado; 0 - Suelo seco )

- Accidente: (1 - Se produce un accidente; 0 - No hay accidente)
- Novela: (1- Hemos leido una novela; 0 - No la hemos leido)

La figura representa las relaciones de relevancia entre ellas.

Suelo -
Accidentes
Novela

Figura 4. Red de Markov

Considerando el anterior criterio de independencia gréfico podemos decir que:

I(Novela,®, Accidente)c: El hecho de haber leido una novela no modifica mi
creencia sobre el que se produzca un determinado accidente o no
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—I(Llueve,®, Mojado)c: Existe una relacién directa entre el hecho de llover
y que encontremos mojado el suelo.

—I(Accidente, (), Llueve);: Podemos encontrar una relacién entre el nimero
de accidentes y el hecho de que ha llovido o no.

I(Accidente, Mojado, Llueve)q: Si sabemos que el suelo estd seco, entonces
el conocer que ha habido muchos accidentes no cambia mi creencia sobre el
hecho de que no ha llovido.

a

Son muchas las cuestiones (un estudio detallado de las mismas lo podemos
encontrar en [2],jPearl88) que nos podemos plantear sobre este tipo de estructuras,
como por ejemplo:

— ¢, Coémo se almacena la distribucién de probabilidad conjunta?

— ; Qué mecanismo de inferencia podemos encontrar?

— ( Puede el modelo grafico representar todas las relaciones de dependencia /
independencia que se derivan de una distribucién de probabilidad conjunta?

— etc.

Nos centraremos en el andlisis de la dltima de ellas. En este caso podemos
encontrar distribuciones de probabilidad, como la expresada en la la siguiente
tabla, para las que no existe un grafo no dirigido que sea capaz de representar las
relaciones de independencia que se derivan de la distribucion.

XYZP XYZP

0 0 0/0.015(]1 0.21
0 0 1{0.135((1 0.14
01 0(0.03 |1 0.245
01 1)0.12 (|1 0.105

En este ejemplo, podemos encontrar las siguiente relaciones de independencia:

- I(Z,9,Y) = no existe un camino que conecte X con Y.
-I(X,0,Z) = existe un camino que conecta X con Z.
-I(Z,0,Y) = existe un camino que conecta Z con Y.

De donde podemos deducir que existe un camino que conecta .X con Y, el que
pasa por Z. Desde un punto de vista mas formal podemos decir que las redes de
Markov no son capaces de representar relaciones de independencia no transitivas.

En la siguiente seccién analizaremos con detalle las redes Bayesianas: Una
herramienta para disenar sistemas expertos probabilisticos utilizando el formalis-
mo mds potente de los grafos dirigidos para representar las relaciones entre las
variables.
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7 Redes Bayesianas

Las redes Bayesianas constituyen una de las herramientas mas poderosas en
el diseno de sistemas expertos probabilisticos. Desde un punto de vista grifico
una red Bayesiana es un Grafo Dirigido Aciclico, donde los nodos representan
las variables del problema que queremos resolver. Estas estructuras nos permiten
representar el conocimiento desde dos puntos de vista:

— Cualitativo: Expresa las relaciones de dependencia e independencia entre las
variables. De forma gréfica se representa mediante la presencia de conexiones
o caminos entre variables. Asi, si tenemos dos variables X e Y conectadas
por un arco X — Y podemos deducir que X es Y son variables que estan
relacionadas (por ejemplo, X puede ser una causa de Y'). Cuando dicho arco
no existe, entonces podemos decir que existe una relacién de independencia
(bien marginal o bien condicional) entre X e Y.

— Cuantitativo: Expresa la fuerza con la que nos creemos las relaciones de rele-
vancia o dependencia. Nos permite representar la incertidumbre que tenemos
sobre la ocurrencia de los sucesos (supuesto que conocemos un conjunto de-
terminado de hechos). Este tipo de conocimiento se proporcionara mediante
un conjunto de distribuciones de probabilidad condicionadas.

Pasamos a ver de una forma mds detallada la red Bayesiana como un for-
malismo que permite representar la base de conocimiento de un sistema experto
probabilistico.

7.1 Grafos Dirigidos como modelo para representar Independencias

Al igual que ocurre en las redes de Markov, la topologia de de la red nos permite
representar la componente cualitativa del conocimiento en base a un conjunto de
relaciones de dependencia e independencia entre variables.

El siguiente ejemplo muestra una posible interpretacion semantica de las re-
laciones de dependencia e independencia representadas en una red Bayesiana.

Ejemplo 10. Supongamos que vamos a alquilar un vehiculo para realizar un viaje
por carretera. Una posible representacion del problema la tenemos en la siguiente
figura, donde el conjunto de variables consideradas relevantes son:

TV: Tipo de Vehiculo con el cual vamos a realizar un viaje, que puede tomar
los valores { Utilitario, Deportivo, Berlina}.

TC: Tipo de Carretera por la cual transcurre el viaje, tomando valores { Autopista,
Nacional, Comarcal, Urbana }.
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VM: Velocidad Media en el viaje. Supongamos que discretizamos los posibles
valores en los intervalos (en Km/h. ) {[0,50], (50, 80], (80, 120), (120,...]}.

D: Duracién (en horas) del viaje, tomando valores en {[0,1),[1,2),(2,3),(3,...]}.

P: Precio de alquiler, tomando valores en {[0, 10000), [10000, 30000), {30000, .. .]}.

K: Kms. por recorrer, tomando valores en {[0, 10), {10, 50), [50, 100), [100, . ..]}.

Figura 5. Viaje por Carretera.

La presencia de un arco se interpreta como la existencia de una relacién de
relevancia o dependencia directa, por ejemplo TV — P nos expresa la idea de
que el precio de alquiler de un determinado modelo esta relacionado con el tipo
de vehiculo.

Sin embargo, en la estructura también se encuentran representadas otro tipo
de relaciones de una forma no tan directa.

Analicemos el subgrafo TC — VM — D: En este caso, las relaciones de
dependencia que tenemos son: El tipo de via influye sobre la velocidad media del
viaje y ésta influye directamente sobre la duracién del mismo. Ademads, cuando no
se sabe nada sobre la velocidad media en el trayecto, la duracién del viaje influye
en nuestra creencia sobre el tipo de carretera y viceversa. Sin embargo, si sabemos
que la velocidad media del viaje pertenece al intervalo [120, .. .], entonces el saber
que la duracién del viaje es de 4 horas, no altera mi creencia en que la via debe ser
una autopista o autovia. En términos de relaciones de independencia, podemos
decir que T'C y D son variables dependientes, sin embargo conocida la velocidad
media del viaje, TC y D son independientes.

En el subgrafo P «+ TV — VM, podemos hacer un razonamiento andlogo:
Si el precio de alquiler es bajo, entonces podemos imaginar que el vehiculo es un
utilitario y por tanto la velocidad media no debe ser muy elevada. Sin embargo,
si conocemos que el vehiculo es un deportivo, el conocer el precio de alquiler no
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aporta informacion sobre la velocidad media en el viaje. En este caso, tenemos
que P y VM son variables dependientes, pero conocido el valor de TV, se hacen
independientes.

Para finalizar, analicemos el subgrafo TV — VM « TC. Aqui observamos
como el tipo de vehiculo es independiente del tipo de carretera por la que se va a
realizar el viaje, es decir, saber que el viaje se realiza en un utilitario, no dice nada
sobre el tipo de via por la que se va a circular. En cambio, si se sabe que se realiz6
el viaje en un utilitario y que la velocidad media fue de 140Km/h, mi creencia en
que el viaje se hizo por autopista aumenta. Por tanto, las variables TV y T'C son
independientes, pero conocido VM se hacen condicionalmente dependientes. 0O

El concepto de independencia, ademas de facilitar una representacién cuali-
tativa del problema, nos permite identificar qué informacién es relevante y qué
informacion es superflua. Por tanto, a la hora de encontrar posibles explicaciones
para una determinada consulta, podemos modularizar el conocimiento de forma
que s6lo sea necesario consultar la informacién relevante. Consideremos el anterior
ejemplo: Supongamos que nuestro interés se centra en conocer la duracién D de
un desplazamiento, y supongamos que nos proporcionan como dato de entrada
la velocidad media del mismo, VM = 50, y los kilémetros del desplazamiento
K = 70. En este caso, conocer cualquier otra informacién sobre el resto de va-
riables representadas en la red no aportara ninguna informacién adicional sobre
D.

Una vez presentados estos ejemplos, podemos entender que para dotar de una
interpretacién semdntica completa a un grafo dirigido se necesita de un criterio
que determine, de forma precisa, qué propiedades de independencia son reflejadas
por la topologia de la red. Sin embargo, para grafos dirigidos el criterio de inde-
pendencia grifica, que denominaremos d-separacidn o separacion dirigida, es algo
mas complejo que el simple criterio de separacién grafica en grafos no dirigidos.
Antes de considerar el criterio, detallaremos algunas definiciones previas.

Definicién 3. El esqueleto de un GDA G es el grafo no dirigido que se forma al
eliminar de G las direcciones en los arcos. Un camino es una secuencia de nodos
conectados por arcos en el grafo. Un camino no dirigido, es un camino en el que
no se consideran las direcciones de los arcos. Un enlace cabeza a cabeza en un
nodo es un camino que tiene la forma X —» Y « W, el nodo Y es un nodo cabeza
a cabeza en el camino. Un camino c se dice activo por un conjunto de nodos Z si
se satisface que

1. Todo nodo de ¢ con arcos cabeza a cabeza estd en Z o tiene un descendiente
dentro de Z.
2. Cualquier otro nodo en el camino no pertenece a Z.
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Si no se satisface esta relacién se dice que el camino esta bloqueado por Z. O

Vistas estas definiciones el criterio gréfico de independencia en un grafo diri-
gido, [15,13,19], puede expresarse como

Definicién 4. d-separacién. Si X,Y y Z son tres subconjuntos de nodos dis-
juntos en un GDA G, entonces Z se dice que d-separa X de Y, o lo que es
lo mismo X e Y son graficamente independientes dado Z y lo notamos como
<X |Z|Y >g, si todos los caminos entre cualquier nodo de X y cualquier nodo
de Y estan bloqueados por Z. |

El siguiente ejemplo nos permite clarificar los conceptos presentados.

Ejemplo 11. Consideremos el siguiente grafo dirigido aciclico, en el que se repre-
sentan las relaciones de relevancia entre las variables A, B, ..., J.

Figura 6. Criterio de d-separacién

Utilizando el criterio de d-separacién podemos ver como en la figura se satis-
facen, entre otras muchas, las siguientes relaciones:
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Relacién Comentarios

< A|@|B >¢ En todos los caminos entre A y B podemos encontrar un nodo
cabeza a cabeza.

- < J|8|C >¢ Encontramos el camino C — F — I — J que no esta bloquea-
do

- < A|E|B >¢ Si conocemos el valor que toma el nodo E, el camino 4 —
E « B se activa.

- < A|J|B >¢ El conocer J hace que conozcamos algo sobre H y al conocer H
conocemos algo sobre E. Por tanto, la modificacién de nuestra
creencia en E hace que el camino A — E + B este abierto.

< A|D,E|H > En todo camino entre A y H o bien encontramos que estd
bloqueado por {D, E} (como por ejemplo A - D — H) o bien
podemos encontrar un nodo cabeza a cabeza que no pertenece
a {D, E} (por ejemplo, si consideramos el camino A = E +
B - F - I - J+ H, podemos ver que aunque el nodo E lo
active el nodo J lo bloquea finalmente)

Dado un grafo, es posible establecer las relaciones:

- X es padre de Y si el arco X — Y pertenece al grafo, de forma andloga se
dice que Y es hijo de X.

- X es antecesor de Y si podemos encontrar un camino dirigido que partiendo
de X alcance el nodo Y, es decir X — ... = Y. En este caso también diremos
que Y es un descendiente de X.

Dos propiedades importantes que se pueden obtener utilizando el criterio de
d-separacién son las siguientes:

Proposicién 1. Toda variable X; es condicionalmente independiente de todos
sus no-descendientes, dado que conocemos el conjunto de padres a

Proposicion 2. Si conocemos los padres, los hijos y los padres de los hijos, en-
tonces una variable X; queda separada (es independiente) del resto de las variables
del grafo a

7.2 Expresando la incertidumbre sobre el problema

Hasta este momento hemos visto que en un grafo dirigido podemos representar
las relaciones de relevancia/irrelevancia entre las variables de un problema. En esta
seccién abordaremos como podemos tratar de forma numérica la incertidumbre
que tenemos sobre la fuerza de estas relaciones.
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Supongamos que tenemos dos variables X e Y y una relacién de entre ellas
del modo X — Y. Es este caso, estamos expresando que existe una dependencia
directa entre las dos variables, por ejemplo, que “X es causa de Y. La incerti-
dumbre asociada a este tipo de relaciones la podemos representar mediante el uso
de una distribucién de probilidad condicionada sobre Y, dado que conocemos el
valor de X, P(Y'|X). Asi, podemos decir que la creencia que tenemos de que Y
tome el valor y, (Y = y), dado que conocemos que .X' toma un valor X = z es de
0.75, esto es, P(Y = y|X = z) = 0.75.

Es importante notar que con una distribucién de probabilidad también es po-
sible asignar valores de certeza total a una relacién entre variables. Por ejemplo,
supongamos la regla: Si X = z entonces Y = 7. Esta informacién la pode-
mos representar considerando el arco X — Y, y asignandole la distribucién de
probabilidad condicional P(Y = y|X =z) =0y P(Y =gy|X =z) = 1.

De forma genérica, para cada variable .X; representada en el grafo, necesita-
mos almacenar un conjunto de distribuciones de probabilidad condicionadas a los
valores que tomen el conjunto de sus padres en la red.

Ejemplo 12. Sean X,Y, Z,W,T y R variables bivaluadas donde X toma los valores
{z,T},Y toma los valores {y, 7}, etc. Sea G el grafo dirigido aciclico que representa
las relaciones de relevancia entre las variables. En este caso, como X e Y son

Figura 7. Criterio de d-separacién

variables que no tienen padres es suficiente con almacenar para cada nodo su
distribucién de probabilidad marginal, esto es,

Para X P(X =z) =07y P(X =%) =03
ParaY P(Y =y) =05y P(Y =%) =0.5
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En el nodo W se almacenan un conjunto de distribuciones condicionadas, una
para cada uno de los posibles valores que toma X, el padre de W. Un razonamiento
andlogo se puede realizar para el nodo R.

Para W Supongamos X =z P(W =w|X =z) =04

PW=w|X=1z)=
Supongamos X =Z P(W = w|X =I) =
PW=uw|X=1)=
Para R Supongamos Z =z P(R=r|Z =2z) = 0.8
P(R=7|Z =2) =
Supongamos Z = 4 P(R=r|Z=3%)=
PR=FZ=32)=

Finalmente, para los nodos Z y T las distribuciones de probabilidad a alma-
cenar seran respectivamente

Para Z Supongamos X =z,Y =y P(Z=2|X =z,Y =y) =0.5
P(Z=%zX=z,Y =y) =05
Supongamos X =z,Y = P(Z =z|X =z,Y =7) =
P(Z=%X=z,Y=7) =

Supongamos X =Z,Y =y P(Z=z|X =Z,Y =y) =
P(Z=zZX=%,Y=y9y) =
Supongamos X =Z,Y =5 P(Z=z|X =Z,Y =7) =
P(Z=zZX =1,Y =7) =

y andlogamente,

Para T Supongamos W =w,Z =z P(T =t|lW =w,Z = z) = 0.1
PT=tW=w,Z =2) =09

O

Una vez que tenemos los valores para las distribuciones de probabilidadad
condicionadas, es posible construir la distribucién de probabilidad conjunta sobre
las variables representadas en el grafo X,,...,X,. Para ello, se hace uso de las
relaciones de independencia representadas en la red. La distribucién de probabi-
lidad conjunta se puede obtener utilizando la siguiente expresion:

PMW”JJ=HH&WWO

donde IT(X;) representa el conjunto de padres de un nodo X; en la red.
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Para ver cémo se construye, consideremos la red del ejemplo anterior. En este
caso tenemos que:

P(X,Y,W,Z,T,R) = P(X)* P(Y)x P(Z|X,Y) x P(W|X) + P(T|W, Z) x P(R|Z)

Asi, por ejemplo, la probabilidad P(= z,Y = y,W =w,Z = 2,T =t,R =
r) = P(z,y,w, z,t,7) se obtiene como

P(z,y,w,z,t,r) = P(z) * P(y) * P(z|z,y) * P(w|z) * P(tjwz) * P(r|2) =
=0.7%0.5%0.5%0.4 +0.1+0.8 = 0.0063

y de forma anéloga

P(z,7,w,z,1,7)= P(z) * P(j) » P(z|z,7) * P(w|z) * P(tlwz) x P(v|2) =
=0.7+0.5%0.3 % 0.4 0.9 0.2 = 0.00756

Por tanto, podemos considerar que la red es una representacién grafica de una
distribucién de probabilidad conjunta. Es suficierte con asegurarnos que ciertas
relaciones de independencia que se encuentran re’ejadas en la red son ciertas en
la distribucién (recordemos que la Proposicién 1 establece que un nodo es condi-
cionalmente independiente del resto de sus no-descendientes dado que conocemos
el valor que toman sus padres). Asi, si expresamos las siguientes relaciones de in-
dependencia de la red (obtenidas mediante d-separacién) utilizando el formalismo
probabilistico tenemos que:

Ind. Gréfica Ind. Probabilistica

1)< X0y >G P(X,Y)=P(X)*P(Y)

(2) < WIX|Y,Z >¢ P(W|X)=PW|X,Y,2)

B)<T\W,Z|X,Y)c P(T\W,Z)= P(T|W,Z,X,Y)

(4) < R|Z|X,Y,W,T > P(R|Z) = P(R|X,Y,W,Z,T)
Si utilizamos la primera relacién (1) tenemos que
P(X,Y,2)

P(X,Y)

y sustituyendo en la expresién que nos permite obtener la distribucién conjunta
tenemos que

P(X,Y,W,Z,T,R) = P(X,Y,Z) + P(W|X) x P(T|W, Z) « P(R|Z)

P(z) * P(Y) * P(Z|X,Y) = P(X) * P(Y) * = P(X,Y, 2)

Aplicando el mismo razonamiento, en orden, para las relaciones de independencia
(2), (3) y (4) concluimos que la red representa una factorizacién de una distribu-
cién de probabilidad conjunta en base a una serie de distribuciones de probabilidad
condicionadas, es decir,

P(X,Y,W,Z,T,R) = P(X)* P(Y)* P(Z|X,Y) * P(W|X) x P(T|W, Z) x P(R|Z)
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7.3 Redes Bayesianas y Modelos de Dependencia

Para poder considerar un grafo dirigido aciclico (GDA), al que le hemos asocia-
do un conjunto de distribuciones de probabilidad condicionadas para cada nodo,
como una representacién de una distribucién de probabilidad conjunta es necesa-
rio que ciertas relaciones de independencia expresadas por el grafo sean vélidas en
la distribucién de probabilidad. Sin embargo, dado una distribucién de probabili-
dad P, no siempre es posible construir una red que satisfaga todas las relaciones
de independencia de la distribucién.

En esta seccién nos proponemos analizar, considerando las relaciones de inde-
pendencia desde un punto de vista abstracto, las posibles correspondencias entre
una representacién grafica y una distribucién de probabilidad. Podemos encon-
trarnos con alguno de los siguientes casos.

Definicién 5. I-mapa: Un GDA G se dice que es un I-mapa o mapa de
independencias[13] de una distribucién P si toda relacién de d-separacién en G
corresponde a una relacién de independencia vilida en el modelo P, es decir, si
dados X,Y, Z conjuntos disjuntos de vértices se tiene que

<X|Z|Y >¢=>I(X,Z,Y)p
a

Dado un GDA G, que es un I-mapa de una distribucién P, decimos que es un
I-mapa minimal de P si al borrar alguno de su arcos, G deja de ser un I-mapa del
modelo.

Definicion 6. D-mapa: Un GDA G se dice que es un D-mapa o mapa de
dependencias [13] de una distribucién P si toda relacién independencia en el
modelo P se corresponde con una relacién de d-separacién en G, es decir, si dados
X,Y, Z conjuntos disjuntos de vértices se tiene que

<X|Z|Y>ee=I(X,Z,Y)p
]

Un I-mapa garantiza que los vértices que estan d-separados corresponden a va-
riables independientes, pero no garantiza que para aquellos vértices que estdn
d-conectados (o sea, no d-separados), sus correspondientes variables sean depen-
dientes. Reciprocamente, en un D-mapa se puede asegurar que los vértices d-
conectados son dependientes en el modelo, at nque un D-mapa puede representar
un par de variables dependientes como un par de vértices d-separados. Ejemplos
triviales de D-mapa e I-mapa son, respectivamente, los grafos donde el conjunto
de arcos es vacio y los grafos completos (existe un arco entre cada par de vértices).
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Ejemplo 15. Supongamos que P es una distribucién de probabilidad donde se sa-
tistace que I(X, Z,Y)p (y su simétrica, I(Y, Z, X) p. Entonces, la siguiente figura
representa cinco grafos que son I-mapas de la distribucién:

N

a) b) 9] d) )

Los grafos a), b) y c) son I-mapas minimales, (toda independencia en el grafo es
cierta en la distribucién P). El grafo d) es un I-mapa trivial, por no representar
ninguna relacién de independencia, y ademds es minimal ya que si eliminamos
cualquier arco aparece alguna relacién de independencia que no es cierta en el
modelo. El grafo e) es un I-mapa, pero no es minimal, ya que podemos eliminar
el arco X — Y y la estructura resultante sigue siendo un I-mapa. a

Definicion 7. Mapa-Perfecto: Un GDA, G se dice que es un Mapa-Perfecto
[13] de una distribucién P, si es I-mapa y D-mapa simultdneamente, es decir

<X|Z|Y >¢=I(X,Z2,Y)p
a

Si un grafo G es un Mapa-Perfecto de una distribucién de probabilidad, dire-
mos que los modelos son Isomorfos, pudiendo hablar indistintamente de relaciones
de independencia tanto en el GDA como en la distribucién. Hemos de notar que
no toda distribucién de probabilidad tiene un grafo dirigido que le sea isomorfo.

Tanto a un GDA como una distribucién de probabilidad pueden ser conside-
radas como un Modelo de Dependencias: “Conjunto de variables y un conjunto
de reglas que permiten dar valores de verdad al predicado X es independiente de
Y. dado 2”.

Dado un Modelo de Dependencias cualquiera, pueden existir distintas repre-
sentaciones graficas reflejando las mismas relaciones de independencia que el mo-
delo. En este caso decimos que las representaciones son Isomorfas, y lo notamos
por =. Por ejemplo, los grafos a) b) y c¢) de la figura anterior son isomorfos entre
si, ya que reglejan el hecho de que X e Y son marginalmente dependientes, pero
conocida Z se hacen condicionalmente independientes.
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7.4 Red Bayesiana: Definicién
Como resultado final, podemos dar una definicién formal de una red Bayesiana

Definicién 8. Una red Bayesiana es un par (G(X, A), P), donde G es un grafo
dirigido aciclico, X es el conjunto de vértices (o variables) en G, A el conjunto
de arcos y P = {P(X, | IT,),... ,P(Xn | IT,)} es un conjunto de n funciones de
probabilidad condicionada, una para cada variable, y II; es el conjunto de padres
del nodo X; en G (WY € II;, Y — X; € G). El conjunto P define una funcidén de
probabilidad asociada mediante la factorizacién

P(X) = [[ P(X: | ).

i=1
El grafo aciclico G es un I-mapa minim1il de P(X) a

Por tanto, toda relacion de independencia representada en la red es una rela-
cién de independencia vilida en la distribucién de probabilidad P(X). Este hecho
es de gran importancia ya que nos permite detectar ficilmente (mediante el cri-
terio de d-separacién) cuando la informacién que proporciona una determinada
variable es relevante ante una determinada consulta.

La definicién anterior nos dice que dada una red Bayesiana G es posible en-
contrar una distribucién de probabilidad, P, siendo G un I-mapa de P. Ahora nos
planteamos la relacién inversa, esto es, dada una distribucién de probabilidad P
i Es posible construir una red G que sea un I-mapa de P?.

Antes de ver la respuesta a esta cuestién, presentaremos algunas consideracio-
nes previas:

Sea P una distribuciéon de probabilidad sobre las de variables Xi,...,X,
y sea @ un orden entre las variables. Notaremos por Predy(X;) al conjunto de
predecesores de X; en el orden 0, es decir, Predg(X;) = {X1, X2,...,Xi—1}.

Definicién 9. Manto de Markov: El manto de Markov para un nodo X; en
P, con respecto al conjunto de sus predecesores Predy(X;), y lo notamos por B;,
es aquel conjunto minimal que satisface que

B; C Predg(X;) y I(X;, Bi, Predo(X;) \ Bi)p
]

donde Predy(X;) \ B; representa al conjunto de predecesores de X; que no perte-
necen a B;.

La siguiente proposicién [13,19] nos permite dar respuesta a la pregunta que
nos planteamos.
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Proposicién 3. Sea P una distribucién de probabilidad sobre X}, ..., X,, sea
@ un orden sobre las variables y sea G el grafo que se obtiene al asignar B; como
el conjunto de padres del nodo X; en el grafo. Entonces podemos decir que G es
un I-mapa minimal de P O

Si, como punto de partida, nuestra base de conocimiento viene representada
por una distribucién de probabilidad P, este teorema nos permite construir una
red Bayesiana que sea una buena representacion de P.

En conclusién, las redes Bayesianas se pueden considerar como un formalismo
que permite representar eficientemente el conocimiento en un sistema experto pro-
babilistico. Los siguientes capitulos estan dedicados al estudio de cémo podemos
realizar labores de razonamiento de forma eficiente con este tipo de estructuras,
esto es, nos planteamos cémo se construye el motor de inferencia del sistema
experto.

8 Construccion de Sistemas Expertos Probabilisticos

La base de conocimiento de un sistema experto probabilistico esta formada por
un conjunto de variables y una distribucion de probabilidad conjunta sobre ellas.
Tenemos dos alternativas para especificar la base de conocimiento: la primera en
la cual hacemos uso de una tabla de la distribucién conjunta (esta aproximacion
resulta inabordable incluso para problemas con un nimero de variables pequeno)
o bien hacer uso de modelos mds sotisficados que (utilizando relaciones de in-
dependencia entre variables) factorizen la distribucién en funciones de tamafio
menor.

En este caso, los pasos que tenemos que seguir a la hora de diseiiar el sistema
experto son:

1. Planteamiento del Problema: Tener una buena definicién del problema es
un paso crucial a la hora de obtener un buen sistema experto, ya que de ella
dependeran en gran medida la calidad de los resultados que obtengamos.
Consideremos el siguiente ejemplo:

Ejemplo 14. En una consulta médica estamos interesados en la construccién
de un sistema experto que, ante un conjunto de sintomas que presenta un
determinado paciente, nos ayude a determinar (a) ; Cudl es la enfermedad
mads probable ? y (b) ; Qué tratamiento tenemos que suministrar?.

En concreto imaginemos la siguiente situacién hipotética:
Tenemos dos posibles enfermedades, amigdalitis y la otra mds extrema, como
el padecer de un cdncer en el cerebro.
e Si consideramos los sintomas que pueden aparecer encontramos:
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- Cuando un paciente tiene amigdalitis los sintomas que aparecen son dolor
de cabeza y fiebre.

- Si el paciente tiene cdncer en el cerebro, no aparecen los sintomas hasta que
no se ha producido una metdstasis de las células cancerosas. En este caso, los
sintomas son dolor de cabeza y mareos.

o Por otro lado, si consideramos los tratamientos de las enfermedades tenemos
que:

- Si un paciente tiene amigdalitis, entonces se propone un tratamiento en
base a penicilina (TA) con un costo bajo. Sin embargo, si este tratamiento
es proporcionado a un paciente alérgico a la penicilina podemos provocarle
fuertes reacciones. En este caso, se prefiere aplicar un segundo tratamiento,
(TB), mds costoso, pero que no le es perjudicial.

- Por otro laso, si un paciente padece de cdncer, tenemos que el tratamiento
TA carece de eficacia, siendo el tratamiento TB el mds aconsejable. m}

. Seleccién de Variables: El siguiente paso consiste en seleccionar el conjunto

de variables que son relevantes para tener una buena definicion del problema
(esta tarea debe ser realizada por los expertos en el problema a analizar).

Ejemplo 15. En el ejemplo anterior, las variables de interés seran:

Alergia a la Penicilina A con valores ({a,a}); Cancer C con los casos {c,¢};
amiGdalitis G {g,g}; Metastasis M ({m,m}); ; Fiebre F ({f, f}); Dolor de
Cabeza D ({d,d}); Mareo Mr ({mr,m7}); Tratamiento A TA ({ta,fa}) y
Tratamiento B T'B ({tb, tb}).

De forma genérica, para una variable X el caso X = z expresa la idea de que
se hace cierta la relacién y X = T expresa que la relacién es falsa, por ejemplo
C = c expresa la idea de que el paciente tiene cincer y C = ¢C indica que no
tiene cancer. m]

. Adquisicién de la informacién cualitativa: Si disponemos de un experto

le pediremos que muestre las relaciones de relevancia entre las variables que
definen el problema. En este proceso es importante que el experto también
determine las relaciones de independencia entre variables. Es de gran utili-
dad en esta etapa el apoyarse en modelos graficos ya que permiten de forma
explicita mostrar las relaciones de relevancia entre las variables.

Cuando no disponemos de un experto para disefiar la estructura de depen-
dencias, podemos utilizar técnicas que, partiendo de una base de ejemplos,
permiten construir de forma automadtica la red.

Ejemplo 16. Para nuestro problema, el experto nos puede dar la siguiente red:

O
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Pcnicili' "

B A

Metastasis

4. Adquisicién de la informacién cuantitativa: Este tltimo paso consiste en
asignarle valores a las distribuciones de probabilidad conjunta que tenemos
que almacenar en cada nodo en la red. En los ltimos dos pasos es muy
conveniente que el experto pueda colaborar con especialistas en Estadistica
ya que el uso de métodos especificos puede ayudar a mejorar la calidad de los
datos y validar el modelo construido.

Ejemplo 17. Para nuestro problema, supongamos que tenemos las siguientes
distribuciones de probabilidad condicionadas, donde por ejemplo P(c) expresa
la probabilidad P(C = c). Notemos que sélo expresamos el valor para un unico
caso de la variable, el otro puede ser obtenido facilmente. Asi, si P(c) = 0.05
entonces P(¢) = 1— P(c) = 0.95 y de forma andloga, si P(m|c) = 0.7) enton-
ces P(m|c) = 1 — P(m|c) = 0.3:

P(c) = 0.05; P(g) = 0.35; P(a) = 0.25

P(m|c) = 0.7 P(m|c) =0.01
P(mr|m) = 0.9 P(mr|m) = 0.09
P(flg) = 0.95 P(f[g) = 0.15

P(d|g,m) = 0.99 P(d|g,m) = 0.7 P(d|g,m) = 0.85 P(d|gm) = 0.15
P(tala,g) = 0.01 P(ta|a,g) = 0.01 P(tala,g) = 0.99 P(ta|ag) = 0.20

P(tbla, g,c) = 0.99 P(tb|a, g,¢) = 0.90 P(tbla,g,c) = 0.98 P(tb|a,g,c) = 0.01
P(tb|a, g,c) = 0.95 P(tb|a, g,c) = 0.01 P(tb|a,g,c) = 0.95 P(tb|a,g,c) = 0.01

Para este ejemplo, si quisieramos presentar la tabla completa de la distribucién
conjunta necesitaremos de 512 valores, mucho mayor que los 25 que realmente
hemos tenido que proporcionar. O
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8.1 Usando un Sistema Experto probabilistico

Una vez construido el sistema experto, la siguiente etapa es hacer uso del
mismo para realizar tareas de inferencia. Por ahora, seguiremos considerando el
motor de inferencia como una caja negra encargada de realizar los cédlculos.

En general, este tipo de sistemas expertos presentan como interfase de usuario
un grafico que muestra la red de dependencias, proporcionando la opcién de modi-
ficar la creencia sobre el conjunto de nodos. Por ejemplo, consideremos el sistema
Entorno [1] (ver la siguiente figura). Supongamos que recibimos la informacién de
que el paciente tiene fiebre. Para incluir dicha informacién en la red, pinchamos
sobre el botén PROPAGACION y en el menu que aparece volvemos a pinchar la
opcién INSTANCIAR BEL. Cuando marcamos sobre el nodo Fiebre, aparece una
ventana indicando los posibles valores que aparecen. En este momento podemos
decir que hemos observado que el paciente tiene fiebre (pinchando sobre la opcién

Si)

4 [a)] 1|
F e
“!.'Il‘l
[ )
_{ofx]
1
=1
»4 , g™ Y . < .
Ce

Para propagar la informacién se pincha de nucvo sobre la ventana propagar.
Esto nos permite consultar los resultados particulares marcando sobre un nodo
determinado, esto es, la probabilidad de la ocurrencia de ese suceso condicionado
a que se conocen el conjunto de evidencias.

Como ejemplo, expresamos lo que podrian ser dos sesiones de trabajo con la
red del cjemplo anterior.

Sesion I) Supongamos que un paciente nos comunica que tiene fiebre. En este
caso, basta con instanciar el nodo F, es decir, actualizar la probabilidad P(f) =1
y decir al sistema que propage la informacién sobre el resto de los nodos en el
grafo.
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Por ejemplo, la probabilidad de que el paciente tenga amigdalitis es ahora
de P(g|f) = 0.773, mas del doble de la probabilidad que teniamos cuando no
conociamos ninguna informacién P(g) = 0.35. De igual modo, la probabilidad de
que el paciente tenga cdncer no se ve modificada por este dato.

Supongamos que nos planteamos que tratamiento tenemos que aplicar. En este
caso, si consultamos la creencia (después de propagar la evidencia de que el pa-
ciente tiene fiebre) para los nodos que representan los dos tratamientos vemos que
P(tb|f) = 0.221 y P(ta|f) = 0.611. Es decir, tendremos que aplicar el tratamiento
A

Antes de aplicar el tratamiento, el médico puede preguntar al paciente si es
alergico a la penicilina. Imaginemos que éste responde que si. En este caso, te-
nemos un nuevo dato, una nueva evidencia que debemos de incluir en la red.
Para ello, basta con instanciar también el nodo Alergia a la Penicilina, esto es
actualizar la P(a) = 1 y propagar la informacién. Como resultado, tencimos que
P(tbla, f) = 0.713 y P(tala, f) = 0.01. Por tanto, hemos rectificado nuestras
creencia anterior, decantandonos claramente por el tratamiento B.

Sesion II) Supongamos un nuevo paciente que presenta fuertes dolores de cabeza.
En este caso instanciando el nodo y propagando podemos ver que P(c|d) = 0.1
y P(g|d) = 0.679. Consultando con los valores “a priori” (P(c) = 0.05y P(g =
0.35)) obtenemos que, si conocemos que el paciente tiene fuertes dolores de ca-
beza, la probabilidad de que el paciente tenga cancer se ha duplicado y la de
tener amigdalitis es 1.94 veces mayor. Ante esto, el médico puede preguntar por
la presencia de nuevos sintomas. El paciente puede responder que tiene mareos.
En este momento, podemos incluir nueva informacién al sistema y propagar, con
lo que obtenemos que obtenemos que P(c|d,mr) = 0.440 y P(g|d, mr) = 0.534.
Es decir, la creencia de que el paciente tenga cancer es 8 veces la original. En cual-
quier caso, antes de tomar ninguna decisién consulta la presencia de fiebre en el
paciente, descubriendo que este no tiene fiebre. Esta informacién hace que obten-
gamos los siguientes valores de probabilidad al propagar, P(c|d, mr, f) = 0.559 y
P(gld, mr, ) = 0.063. De nuevo, se incrementa la probabilidad de que el paciente
tenga cancer. Para asegurarse, el médico decide hacer una prueba mas especifica, y
detectar si se ha producido una metdstasis, obteniendo unos resultados negativos.
Si incluimos también esta informacién obtenemos que P(c|d,mr, f, ) = 0.016 y
P(g|d, mr, f,7) = 0.129. Por tanto, la creencia que tenemos en que el paciente
pueda tener cancer desaparece.

9 Conclusiones

Hemos presentado a las redes Bayesianas como una herramienta que nos per-
mite disenar sistemas expertos probabilistos, y en concreto nos hemos centrado
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en el estudio de este tipo de estructuras como mecanismo para representar la base
de conocimiento de un sistema experto.

Podemos decir, haciendo uso de las relaciones de independencia presentadas

en la estructura, que una red Bayesiana no es mas que una representacién efi-
ciente de un conjunto de variables y una distribucién de probabilidad conjunta
sobre ellas. Por tanto, utilizando informacién local (para cada nodo sélo necesi-
tamos conocer las distribuciones de probabilidad condicionada a los valores que
toman sus padres) estas estructuras nos permiten realizar tareas de razonamiento
y obtener los mismos resultados que si consideramos globalmente la informacién.

[SARr -

~N o

Las ventajas que aporta utilizar este tipo de sistemas son:

. Todo el conocimiento del sistema se expresa con el mismo formato, en base

a relaciones de relevancia entre variables. Ademads, este tipo de relaciones se
aproximan a la forma que tiene el ser humano de representar el conocimiento.

. La presencia de ciclos es ficilmente detectable, ya que nos apoyamos en he-

rramientas grificas para su diseiio.

. Permite retractarse de conclusiones obtenidas con anterioridad y que a la luz

de nueva informacién ya no son validas.

. Podemos realizar inferencias bidireccionales.
. Permiten realizar razonamiento abductivo, esto es, encontrar el mejor conjun-

to de causas que explican unos determinados hechos.

. Tenemos una visién global del problema que estamos resolviendo.
. Permiten representar de forma sencilla el hecho de que distintas fuentes de

informacién son dependientes.

. Como salida, podemos presentar al usuario un conjunto posible de alternati-

vas, ordenadas desde las mds probables a las menos probables. Este tipo de
informacién puede ser de gran ayuda a la hora de tomar una decisién.

Pero también presentan inconvenientes, como por ejemplo.

. Cuando el niimero de padres asociados a una variable es muy elevado, podemos

tener problemas de especio para almacenar la distribucién de probabilidad
conjunta (es exponencial en el cardinal del conjunto de padres).

. Cuando las estructuras son complejas, las labores de inferencia son ineficien-

tes, necesitando del uso de algoritmos que permitan obtener una solucién
aproximada.

. Generalmente, los expertos no razonan utilizando criterios probabilisticos y

sin embargo, necesitamos que sean capaces de dar valores consistentes y com-
prensibles para las distribuciones de probabilidad condicionadas. Si estos va-
lores se obtiene consultando una base de casos, necesitaremos de un mimero
elevado de ejemplos. En ambos casos, el recurrir a un experto en Estadistica
serd de gran utilidad.
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Algoritmos de Propagacion I: Métodos Exactos
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Resumen

En cste trabajo se describe como fusionar y propagar el impacto de nueva
evidencia a través de una Red Bayesiana de manera que las nuevas asignaciones
de certidumbre sobre las variables del modelo sean consistentes con los axiomas
de la probabilidad. El trabajo se centra en los denominados métodos exactos
y, en particular, en las técnicas mas utilizadas y relevantes: ¢l algoritmo para
polidrboles y el basado en arboles de intersecciones.

1 Introducciéon

Una forma de modelar el conocimiento incierto sobre un conjunto de proposi-
ciones es mediante las medidas de probabilidad. Entre sus ventajas se encuentra
que su formulacién proporciona una base para establecer un formalismo de razo-
namiento sobre la creencia de las variables proposicionales del modelo [32]. Mis
concretamente, en este formalismo, las proposiciones tienen asignadas parametros
numéricos (probabilidades) que indican el grado de creencia atendiendo a algin
tipo de conocimiento; y el razonamiento consiste en la manipulacién de dichos
pardmetros atendiendo a las reglas de la probabilidad.

Basicamente son dos los operadores que permiten la manipulacion de infor-
macion en el formalismo probabilistico [41]:

Combinacién. Dadas dos informaciones, cada una de ellas refererentes a un
conjunto de proposiciones, la combinacién tiene como objetivo obtener nueva
informacién (sobre el conjunto unién de todas las proposiciones) de tal manera
que (a) recoja la informacién compartida de las informaciones iniciales y, (b)
que sea coherente con aquellas.

Marginalizaciéon. Dada una informacién sobre un conjunto de proposiciones, la
marginalizacién busca cémo particularizar dicha informacién a un subconjun-
to de tales proposiciones.

Con estos dos operadores puede diseniarse el operador de inferencia (o razo-
namiento), cuyo objetivo es el siguiente: Si se tiene cierta informacién sobre un
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conjunto de proposiciones, y si por algiin medio se conoce informacién mds con-
creta o especifica sobre algunas de esas proposiciones, el operador de inferencia
establece como debe de modificarse la informacién inicial a la luz de esos nuevos
resultados. Al problema de como disenar una ‘écnica que implemente el operador
de inferencia para que éste se realice de la forma mads eficiente posible se conoce
como El Problema de la Inferencia.

La técnica mas general para realizar inferencia sobre un conjunto de pro-
posiciones consiste en combinar toda la informacién de la que se dispone para,
posteriormente, marginalizar dicha informacién sobre esas proposiciones. En par-
ticular, en el contexto de las redes bayesianas, seria necesario combinar todas
las distribuciones de probabilidad condicionadas (informaciones locales) que se
encuentran en el grafo para calcular la distribucién de probabilidad conjunta (in-
formacidén global) y, después, calcular la distribucién marginal sobre alguna de
esas variables (informacién ’a posteriori’).

Ya que la generacién de informacién global a partir de la informacién local
puede resultar muy ineficiente, la solucién se encuentra en trabajar tinicamente
con pequenas partes de conocimiento para realizar la inferencia; es decir, inferir de
forma local para obtener el mismo resultado que si se hubiese realizado inferencia
global. Son dos los grupos de técnicas que resuelven el problema de la inferencia
local en el contexto de las redes bayesianas: (a) Métodos Exactos y (b) Métodos
Aproxiamados. Sélo nos centraremos en las técnicas mds relevantes y usadas del
primer grupo de métodos.

Los métodos exactos se basan en la idea de conseguir las distribuciones mar-
ginales de cada variable mediante la modificacién de las valoraciones de los nodos
vecinos a través de ezpresiones matemdticas ezactas (férmulas) ya preestablecidas
- de ahi el nombre de exactos.

Cuando en un nodo se modifica la informacién asociada, ésta se traspasa a
los nodos vecinos a través de los arcos que los unen; éstos a su vez pasan la
nueva informacién junto con la que ya tenian a aquellos nodos vecinos aun no
modificados y asi sucesivamente. Aunque la idea basica de traspasar informacién
de un nodo a otro mediante una serie de mensajes de informacién parece sencilla,
la realidad es que el problema es NP-completo [8] y por tanto no siempre se
encuentra soluciones al problema de la inferencia local en tiempo polinomial.

No obstante se pueden encontrar estructuras sencillas en las que el tiempo de
resolucién es polinomial como es el caso de los grafos encadenados (un nodo tiene
a lo mas un sélo padre y/o un sélo hijo), drboles (cada nodo sélo tiene un padre)
y polidrboles (existe un nico camino que une cualquiera dos nodos del grafo).
En este caso es facil intuir que bastara realizar un recorrido de “abajo-arriba” y
otro de “arriba-abajo” para recoger toda la informacién involucrada en el grafo y
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traspasar esa informacién a todos los nodos. Este caso fue resuelto por Pearl (30]
y serd comentado mds detenidamente en los apartados 3 y 8.

El problema surge cuando en el grafo se presentan ciclos ya que en tal situacion
no se puede realizar un recorrido por los nodos del grafo sin ciclar la informacién
de forma indefinida. Las alternativas al problema son de distinta naturaleza y se
pueden distinguir tres metodologias. La primera se basa en aplicar la propia defi-
nicién del criterio de d-separacion (apartado 5), la segunda consiste en en realizar
modificaciones estructurales del grafo original para obtener nuevos grafos que sea
computacionalmente tratables (apartado 6) y la tercera en buscar soluciones me-
diante técnicas de Monte Carlo, también conocidos como métodos aproximados
(ver siguiente capitulo).

2 Notacién y Definiciones Basicas

En este apartado se introducira la notacién y definiciones bdscias que seran
necesarias para el desarrollo de este trabajo.

Dado un vector de variables proposicionales X = (X1,...,X;,...,X,), donde
cada una de ellas toma valores en U;, se notard por N al conjunto de indices de
dichas variables (N = {1,2,...,n}) y por X* al vector ((X;))icrcn; es decir, el
resultado de ignorar en X las variables cuyo indice no se encuentra en I. Un valor
particular de la variable X se notard por z y un valor particular de X+! por z+/.
Una funcién f : Uy = Hie ;Ui = R definida sobre X se llamara un potencial
sobre X y se notara por s(f) al conjunto de indices de las variables para las que
estd definida f (es decir, s(f) = I).

Sobre dicho conjunto de variables se supondra definida una red bayesiana
G = (N, R), donde cadanodo i € N seidentificard con la variable proposicional X;
y tendra definida una funcién de probabilidad condicionada f; con s(f;) = {i}UP;,
donde P; denota a lo padres directos de i en G. Es decir:

fi(z) = filz¥, o) Vz € Uyy,) y verifica Y fi(z*,a*P) = 1Vat! e Up,
zlieU;

Con esta notacién, la probabilidad conjunta asociada a las variables de la red
puede expresarse como p(z) = [[;cy fi(z**)) Vz € Un.

Una observacidn es el conocimiento certero sobre el valor que toma una varia-
ble, en cuyo caso se dice que la variable ha sido observada. Al conjunto de indices
de las variables observadas se notara por E y a la instancia que define X*F se
notard por e y se le llamari conjunto evidencia (u observaciones o simplemente
evidencia). Toda variable observada tiene asociada una funcién delta de Dirac
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definida como sigue:

. l’s' di — i
‘se,.(zu)={0’8;;u#zi Vz € Uy

Los operadores de combinacién y marginalizacion se definen como siguen:

Definicién 1 (Combinacion). Dados k potenciales {f;}% |, se define la com-

binacién (o producto) de éstos como el potencial f, definido sobre el conjunto de
k .

variables con indices en K = Us( fi), dado por

i=1

k k
f@) = @ fila*) = [ fila) vz € U

i=1 i=1

Definicién 2 (Marginalizacién). Dado un potencial f definido sobre variables
con indicesen I,y J C I, se define la marginalizacién de f en X; como el siguiente
potencial:

May= Y fly) VaeU,
yeUs
yW=z

3 Inferencia en Polidrboles mediante un Ejemplo

Existen distintos métodos exactos que utilizan la estructura de la red original
para propagar informacién [14,21,30,29,32]. Este apartado se centrard en el el
algoritmo de Pearl [30] para grafos simplemente conectados.

Considérese la red bayesiana dada por la figura 1. Se desea calcular P(X;|e)
para E = (). Si se aplicara la técnica de inferencia global los pasos a seguir son:

1. Combinar toda la informacién: p(z) = ®)_, fi(z+/1uP)

9
2. Marginalizar la informacion global sobre Xs: f(zrs) = z ® fi
di j=1

(i #5)
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Sin embargo, es ficil comprobar que la iltima expresién es equivalente a:

1) =33 {6 ® (1)

® [(A(Z fs)) ® (fz (Z m)] X (2)
elEgea)eEeenl) o

En esta reformulacién llama la atencién el
que la expresidn se descompone en tres partes:
La informacién asociada al nodo en el que se o
esta interesado - el potencial fs5; la que invo-
lucra a variables que se encuentran “por en-
cima” de X5 - expresién (2); y la involucra a °
variables que se encuentran “por debajo” del e
nodo - expresién (3). Es mads: e o

— La expresion (2) es un potencial definido
sobre las variables (X2, X4, X5) y la nota- o o
remos por Mps. Este potencial se llamard
el mensaje (de informacién) que llega al
nodo 5 a través de sus Padres.

— La expresién (3) es un potencial definido
sobre X5 y la notaremos por My 5. Este
potencial se llamard el mensaje (de informacién) que lega al nodo 5 a través
de sus Hijos.

Figura 1. Un poliarbol

De este modo, el célculo de f(z*%) puede expresarse como sigue:

f(z*) = Z Z [fs ® Mps @ My 5] (4)

zi2 g4

Es decir, una vez que el nodo de interés haya recibido toda la informacién que le
suministra sus padres mediante Mp s y sus hijos mediante My 5, éstas se combinan
con la informacién del nodo para, posteriormente marginalizar sobre la variable
del nodo.

Centrémonos ahora en Mps!. Si sc denota por Mys = fa Y. f1y por
Mys = fa Zzw f3 obtenemos que Mps = My 5 - My 5. La expresion M, 5 puede

! Un razonamiento totalmente andlogo puede hacerse para M s.
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interpretarse como la informacién que manda el nodo 2 al nodo 5; y My s puede
interpretarse como la informacién que manda el nodo 4 al nodo 5. Es decir, la
informacién que recibe 5 desde sus padres es la combinacién de la informacién
que manda cada uno de sus padres.

Figura 2. Peticiéon de Informa-
cién desde el nodo 5

Fijemonos mis detenidamente en M, 5.
Si se denota por My = ) ., fi se puede
expresar M, 5 como M2 5 = fo M) 2. De nuevo,
M, > puede interpretarse como la informacién
que manda el nodo 1 al nodo 2.

Notar que, en general, el pasar informacién
de un nodo a otro (lease M2 5) es un proceso
recursivo consistente en combinar la informa-
cién que contiene el nodo (lease f2) con la in-
formacién que recibe desde el otro lado de la
red (lease M, 2). Asi, desde esta perspectiva,
la técnica de inferencia parece constar de los
siguientes pasos:

1) Cuando un nodo requiere informacién de
sus vecinos, éstos vuelven a realizar un reque-

rimiento a sus vecinos excepto para el nodo vecino que hizo el requerimiento.
En el ejemplo, el nodo 5 necesita informa-
cién de sus hijos (nodos 7 y 9) y de sus padres

(nodos 2 y 4) para poder calcular f(z*3). De
esta manera el nodo 7 pide informacién a sus
nodos vecinos excepto para el nodo 5; es decir
al nodo 6. De la misma forma el nodo 9 pide
informacién al nodo 8, el nodo 2 al nodo 1 y
el nodo 4 al nodo 3 (ver figura 2).

2) Cuando ya no hay mas nodos a los que
pedir mas informacién el proceso se invierte;
pero ahora cada nodo al que se le habia pedi-

do informacién manda un mensaje con infor-

macién concreta al que se lo solicitaba. Este Figura 3. Recogida de Informa-
proceso se realiza hasta llegar al primer nodo cién para el nodo 5

que hizo el requerimiento. En este punto, el

nodo que hizo el requerimiento recibird una

serie de mensajes de sus vecinos. Al algoritmo consistente en los pasos 1) y 2) se

llamaré RecogerEvidencia.

2 Un razonamiento totalmente andlogo puede hacerse para My s.
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En el ejemplo, el segundo paso de RecogerEvidencia consta de los siguientes
pasos: el nodo 6 manda la informacién que le requeria el nodo 7 y éste manda
informacién al nodo 5, el nodo 8 manda la informacién que le requeria el nodo 9
y éste manda informacién al nodo 5, y asi sucesivamente (ver figura 3).

3) Por tltimo, el nodo que hizo el requerimiento, combina toda la informacién
que recibe con la que él ya poseia para marginalizar en la variable de interés. En
el ejemplo, ver expresién (4).

Asi, para calcular todos los f(z*') bastaria repetir de forma aniloga los tres
pasos anteriores, y es facil observar que entonces muchos mensajes son comunes.
Por ejemplo, para calcular f(z**) se utilizan los mismos mensajes usados para el
célculo de f(z'®) salvo el mensajes My s que se sustituye por un mensajes Ms 4.

Un modo de optimizar el algoritmo consiste en introducir el algoritmo Distri-
buirEvidencia consiste en: “un nodo envia mensajes a todos sus vecinos quienes,
recursivamente, envian mensajes a todos sus vecinos excepto el que mandé el men-
saje”. Los algoritmos RecogerEvidencia y DistribuirEvidencia (y en este orden) se
utilizan entonces para pasar los mensajes de una forma organizada. En el ejemplo,
si se realiza RecogerEvidencia desde 1 y DistribuirEvidencia desde 1 se obtienen los
grafos de la figura 4 donde los nimeros asociados a cada mensaje representa el
orden en los que estos se envian. El algoritmo de inferencia para polidrboles puede
verse con detalle en la seccién 8.

RecojerEvidencia(l) DistribuirEvidencia(1)

Figura 4. Recogida y Distribucién de evidencia para el nodo 1
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4 ;Qué Ocurre cuando hay Ciclos?

El método presentado estd limitado al uso de reticulos simplemente conec-
tados. Sin embargo, lo normal es que se presenten grafos con conexién multiple
(con ciclos). Esta aparicién de ciclos hace que el método para poliarboles no sea
apropiado por dos razones:

1. Los padres de un nodo pueden compartir informacién; esto es, cada padre
no puede influir independientemente de los demds sobre la probabilidad de
sus hijos comunes. Asi, si se usase el algoritmo para polidrboles, se pueden
obtener célculos incorrectos en la probabilidad, a no ser que la informacién
compartida por los dos padres esté interceptada por un nodo que produzca
d-separacion.

2. Ain suponiendo que las férmulas fuesen vilidas para el caso de grafos con
ciclos, el método de propagacién haria que la informacién ciclase indefini-
damente. Por ejemplo, el algoritmo RecogerEvidencia sélo finaliza cuando se
alcanza un nodo que no puede enviar mas peticiones, por lo que, si se entrara
en un ciclo, RecogerEvidencia nunca finalizaria.

Aunque el problema es irresoluble desde el punto de vista del método de Pearl,
diversos autores han propuesto métodos alternativos o generalizaciones de aquel
que permiten obtener resultados atn con ciclos en el grafo. Todos ellos pueden
dividirse en tres grandes grupos: ‘

— Métodos basados en condicionamiento.
— Métodos basados en modificaciones estructurales.
— Métodos aproximados (ver siguiente capitulo).

5 Meétodos Basados en Condicionamiento

Estos métodos se basan en la idea de transformar el grafo en un poliarbol dando
valores concretos a un conjunto de variables. Mds concretamente, si se consiguiera
seleccionar un conjunto de nodos D = {d,,...,dp} con la tnica condicién de
que bloqueen (d-separen) todas aquellas dependencias que no permiten aplicar el
método para polidrboles, entonces, si se instanciara la variable Xp a una posible
configuracién, z+P, sc conseguiria un grafo simplemente conectado. Parece claro
entonces que, en principio, el conjunto {d,, ... ,d,} deberia de contener al menos
un nodo de cada ciclo que exista en el grafo con objeto de que la instanciacién
de X4, a un valor z+* permita eliminar el flujo ciclico de la informacién, en el
ciclo del cual d; es su representante, asi como la dependencia entre nodos. Una
vez instanciadas las variables se obtendra un polidrbol y podra entonces aplicarse
el algoritmo de Pearl para la evidencia e U +P.
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Pero instanciar los valores del vector Xp a un sélo valor es considerar tan
s6lo uno de los posibles casos de simplificacién el problema. Para conseguir todos
los posibles casos, deberd instanciarse X5 a todas sus posibles configuraciones.
En cuanto al modo de obtener la solucién global como combinacién de todas las
posibles intancias, ésta viene dada por la expresion:

Bel(x“) — P(xlilzlE =e¢) = Z P(xlilrlE’xlD)P(l.lDlxlE) vzt e U
z+PeUp (5)

Al conjunto D se le conoce por conjunto de (nodos de) corte de ciclos y al
conjunto de variables {Xg,,...,Xq,} variables de corte de ciclos.

Dependiendo de como se trabaje con la ex-
presion (5) se obtienen dos grupo de técenicas:

® D
1. Si (5) se interpreta como el proceso de pd N\ pd \&

scleccionar una serie de variables “llave”, @ @ @ %
considerar sus valores, derivar las conse- \ / \ /
cuencias de esos valores, integrar las con- @ @

secuencias y marginalizar en todas las va-
riables Xp, entonces se dice que se apli-
can un METODO DE CONDICIONAMIEN-
TO GLOBAL [42,43]. Pearl [29,31,33] uti-
liza el término razonamiento por suposi-
ciones, razonamiento hipotético o razona-
miento por casos para indicar este meca-
nisImo.

Figura5. Eligiendo de modo
apropiado los nodos (p.e. X oY)
se puede obtener siempre un po-
lidrbol. Notar que Z no es un no-

2. Sin embargo, la expresién (5) puede re- do vilido.

finarse si se aplica la distributividad. En

este caso, cuando se considera un nodo i

que pertenezca a un conjunto de ciclos con

nodos de corte c(i), solo se marginaliza en X+¢(!) las probabilidades condicio-
nadas que contienen a las variables X,(;). De este modo se consigue no tener
que marginalizar la probabilidad conjunta sobre z*P (como ocurre en el con-
dicionamiento global) sino sobre distintos subconjuntos del conjunto de corte
de ciclos. Estos métodos se conocen como METODOS BAsADOS EN CONDI-
CIONAMIENTO LOCAL (ver [12] para mds detalles).

Como ejemplo consideremos la figura 5. Si se considera como conjunto de corte
el nodo X y como variable de interés el nodo B, entonces (5) se expresa, para
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E =, como

Bel(b) = { )" fx(@)fa(a,z)fr (¥, 7) f2(2,0,y) fo(b, z)} (6)

z a,y,z
=) {fa(b, 2)Y [2 (fz(z,0,9)fx(z)fa(a, z)fv(y,z))l } (7
z a,y z

La expresién (6) responderia a la metodologia del condicionamiento global y la
expresion (7) responderia al condicionamiento local. Notese que en el primer caso
se mariginaliza sobre X después de realizar el producto de las f.d.p. mientras que
en el sugundo caso, se marginaliza sobre X cuando se han agrupado todas las
variables involucradas en el ciclo.

En principio, no hay restricciones en tomar mds de un nodo en cada ciclo siem-
pre y cuando éstos permitan romper los ciclos; sin embargo, como la complejidad
de la expresién (5) es exponencial en el nimero de nodos del D, interesara tomar
el menor nimero posible de nodos de corte (es decir, D deberd ser minimal en
el sentido de que el producto del niimero de valores de las variables asociadas a
los nodos de corte sea minimal). Si bien el problema de encontrar el conjunto de
corte es NP-completo [42], en muchas ocasiones se puede encontrar un pequeiio
conjunto de nodos que es minimal o préximo al minimal [42].

6 Meétodos Basados en Modificaciones Estructurales

Estos se basan en realizar cambios en la estructura del grafo de forma que las
nuevas estructuras contengan la misma informacién que la red bayesiana original
(1,3,4,19,20,26,40,10,27,9,37,35,36]. En general, existen dos grandes subgrupos:
Los basados en eliminacién de variables y los basados en arboles de cliques.

6.1 Meétodos Basados en Eliminacién de Varibles.

Estos métodos se basan en que pueden eliminarse las variables en una secuencia
dada para obtener la probabilidad 'a posteriori’ de un conjunto de variables de
interés. Los distintos métodos se diferencian entre si en el modo en que definen la
secuencia de eliminacién [27].

Para entender la técnica general considere de nuevo el ejemplo del apartado 3.
Se observa que la tinica funcién que contiene a la variable X, es f y sobre ésta
se realiza una marginalizacién - ver expresién (2). Después de esta operacién lo
que se obtiene es la funcién: g(z2) = Y. fi(z*'|z*?). Notar que la variable X,
ha sido eliminada: no existe ninguna otra funcién que contenga a la variable X .
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De forma andloga la dnica funcién que contiene a la variable X3 es f3, y, después
de realizar la marginalizacién, no existe ninguna otra funcién que contenga a Xj.
Fijemonos ahora en el término (3,0 (3,18 fo - fs)) de (3). Notar que las unicas
funciones que contienen a la variable X son fg y fy, que tras combinarlas y sumar
en z*8 se obtiene una nueva funcién g’ definida en (X5, Xg). De nuevo, no existen
ninguna otra funcién que contenga a la variable X3 después de este cdlculo: se ha
conseguido eliminar la variable Xg. En general, la climinacién de una variable i
consiste en sustituir todas las funciones que contienen a dicha variable, H(i), por
la funcién que se obtiene después de:

1. Combinar todas las funciones de H (i),
2. Marginalizar en ¥

Se puede demostrar que si se realiza la eliminacién de todas las variables con
indices en N — I, el resultado sera la probabilidad marginal de X*+/. La cficiencia
del algoritmo vendra dada por el orden que se considere en la eliminacién de nodos
y este problema coincide con el conocido problema de la triangulacién, que serd
estudiado en el apartado siguiente.

6.2 Maétodos Basados en Arboles de Cliques.

Estos métodos se basan en la idea de agrupar de forma adecuada las variables
involucradas en la red causal, formar un grafo aciclico dirigido relacionando entre
si estos conjuntos y aplicar un tratamiento semejante al utilizado en polidrboles
[32,26,1,41,38,17).

fi-f2 @ f3 fi-f2 f3
C2 o>— —Cu >
@ ® ® A B

a. Red Bayesiana b. Hipergrafo c. Grafo de Intersecciones

Figura 6. Una red bayesiana sencilla

Cosidéresz la red bayesiana de la figura 6.a. Si se combinan f) y f,, las variables
de las funciones f; - f> y f3 pueden representarse graficamente como se muestra
en la figura 6.b. y que recibe el nombre de hipergrafo [41]. Dicha representacién
es equivalente a la figura 6.c, donde:
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— Los nodos representan a conjuntos de variables. A los nodos de este tipo se
les llaman clusters o grupos (de variables). En la figura 6.c los grupos son
A=1{1,2}y B={1,3}.

— Cada nodo contiene la combinacién de algunas funciones de la red inicial, lo
que define un potencial sobre las variables de cada grupo. En la figura 6.c los
potenciales son ¢4 = f, - fo y ¥B = f3.

— La etiqueta del enlace representa a la variable compartida por los grupos y
recibe el nombre del separador. En la figura, el separador esta formado por la
variable Xj;.

Un grafo de este tipo recibe el nombre de grafo de intersecciones o de grupos.

La probabilidad marginal de X 4 puede expresarse en términos de los potencia-
les: P(X4) = (fé’l)®(f1 -f2) = wtl ®14. Si se interpreta 1/)# como el mensaje que
manda el grupo B al grupo A, dicha expresién iadica que P(X 4) es el resultado de
combinar el mensaje que recibe A con el potencial asociado a A. Andlogamente,
P(Xp) = 1,11}41 ® Yp viene a decir que P(Xpg) se obtiene de combinar el mensa-
je que recibe B con el potencial asociado a B. Notar que los mensajes son las
marginalizaciones de los potenciales en el separador y, en general, el mensaje que
recibe un grupo B desde un grupo vecino A es el resultado de combinar todos
los mensajes que recibe A con el potencial asociado a A y, despues marginalizar
sobre el separador de A y B (ver expresion 13).

Obsérvese que lo expuesto no es mas que:

1. Aplicar el esquema de propagacién de mensajes para RecojerEvidencia(A) y
DistribuirEvidencia(A).

2. Para cada grupo, combinar su potencial con los mensajes que recibe. A este
paso se le llama AbsorberEvidencia.

@ > @ ©,

A N/

a. Red Bayesiana b. Grafo Moral c. Grafo de Grupos

Figura 7. Una red bayesiana donde el grafo de grupos presenta un ciclo

En la figura 7 se tiene una red bayesiana cuyo grafo de intersecciones no es
un arbol. Esto significa que el paso de mensajes no puede usarse directamente.
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En este caso A mandaria un mensaje a B y C; después B enviaria un mensaje a
C. Sin embargo esto es redundante. En efecto, el mensaje que mandaria A viene
dado por 1lzf‘, que es necesario para calcular P(X¢). Sin embargo, C recibiria la
informacién d)f‘a, por un lado, directamente desde A y, por otro, indirectamente
a través de B. En este caso puede romperse el ciclo borrando cualquiera de los
enlaces ya que, si un enlace se elimina, siguen quedando caminos a través de los
cuales la informacién contenida en A puede alcanzar cualquier parte del grafo.
Después de eliminar alguno de los enlaces el grafo resultante recibe el nombre de
arbol de intersecciones o de grupos y, sobre éste podra realizarse el esquema
de propagacién. Formalmente,

Definicién 3. Un drbol de intersecciones es un arbol no dirigido formado por
grupos verificando la propiedad de interseccidn [2]: si para cada par de nodos I"
y I'" con interseccién no vacia S = I'N I"" # @ verifica que todos los grupos del
camino que los unen contiene a S.

El grafo de la figura 7.b se llama grafo moral, y se obtiene a partir de la
red bayesiana uniendo entre si todos los padres que tienen hijos comunes (de ahi
el nombre) e ignorando la direccién de los arcos. El grafo moral se utiliza como
estructura auxiliar sobre la que se pueden “leer” los grupos de variables que deben
considerarse en la construccion del drbol de grupos. Notar que el establecer enlaces
entre los padres de un nodo permite mantener las dependencias que se pierden al
eliminar la direccionalidad de los enlaces. Ademas el grafo moral tiene la propiedad
de que todas las independencias que refleja éste son también independencias en el
grafo original (aunque algunas independencias del grafo original pueden no estar
en el grafo moral).

Entre los drboles de grupos asociados a una red causal llaman especial aten-
cién los drboles de cliques. Un clique de un grafo es un subconjunto maximal de
nodos donde todos estdn relacionados (son subgrafos completos). Puede demos-
trarse que un arbol de grupos es un arbol de cliques si y solo si no hay clusters
que sean subconjuntos propios de un grupo vecino. Asi, para obtener el arbol de
cliques a partir de un arbol interseccién de un grafo triangulado basta incluir los
grupos mas pequenos cn los ”supergrupos”que los contengan hasta que no haya
grupos que incluir [38]. Los grafos de grupos de las figuras 6.c y 7.c estdn formado
por cliques.

Sin embargo, no siempre pueden obtenerse grafos de cliques a partir del grafo
moral. Los drboles de cliques sélo pueden obtenerse cuando el grafo del cual se
obtiene los grupos - el grafo moral - estd triangulado (cualquier ciclo de longitud
mayor que 3 tiene una cucrda) [2,20].

Ya que los drboles de cliques vienen caracterizados para redes trianguladas, el
modo de actuar para obtener uno de tales arboles consiste en: (a) Moralizar la red
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Figura 8. Eliminacién de nodos para la figura 9.b

bayesiana, (b) triangular el grafo moral, (c) detectar los cliques, (d) construir un
drbol con los cliques y (e) asociar potenciales a los cliques. En estas condiciones
se podra entonces aplicar el esquema de propagacion.

El proceso de la triangulacién consiste en afnadir arcos extras a un grafo no
dirigido hasta conseguir que se transforme en un grafo triangulado. Por otro lado,
la eliminacidén de un vértice 7 en un grafo no dirigido es el proceso por el cual

1. se anaden las aristas necesarias para que el vértice y sus nodos adyacentes
formen un subgrafo completo C; y
2. se borra el vértice con los arcos incidentes en él.

La triangulacién puede verse como un proceso consistente en afiadir arcos
extras (al grafo original) producidos por la eliminacién de todos los vértices del
grafo. Desde este punto de vista las técnicas de la triangulacién de grafos consiste
en establecer ordenaciones de los vértices que especifican la secuencia en la cual
deberin de eliminarse; por ello, a estos algoritmos también se les denominan
algoritmos de biisqueda u ordenacién.

En la figura 8 puede verse el resultado de eliminar los nodos de la figura 9.b
para el orden (1,2, 3,4, 5,6). El resultado de la eliminacién es que se se han creado
las aristas 2—3 y 3—4. Anadiendo éstas al grafo 9.b, se obtiene el grafo triangulado
de la figura 9.c. Las figuras 9.d y 9.e responden a la triangulacion de la red para
otras ordenaciones. Notar también que distintas ordenaciones pueden dar lugar a
una misma triangulacién. En las figuras 9.c, 9.d, 9.e se muestran dos ordenaciones
que generan el mismo grafo triangulado.

El arbol de cliques se construye entonces seleccionando del grafo triangulado
los subgrafos maximales. Hay un modo muy facil de identificar los cliques en
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§fs

a. Red bayesiana b. Grafo Moral f. Un drbol de cliques

200

c¢. Trnangulacién | d. Triangulacién 2. e. Triangualcion 3.
(1,2,3.4,5,6) (1,3.24,5,6) (2,3,1.4,5,6)
(6,5.1,2.4,3) (6,1,43,2,5) (3,2,6.1.4.5)

Figura 9. Distintas triangulaciones para una red bayesiana

el grafo triangulado: Si (1,2,...,n) cs la secuencia de climinacién empleada para
obtener el grafo triangulado, entonces los subgrafos completos obtenidos en el
paso 1 de la eliminacion y que sean maximales son los cliques. Por ejemplo, para
la figura 8, los cliques son: (1,2,3), (2, 3,4), (3,4,5) y (4, 5,6). Posteriormente se
unirdn éstos exigiendo la propiedad de interseccién. También hay técnica sencilla
para su construccién. En primer lugar se ordenan los cliques, por ejemplo en el
orden en que se han generado. Posteriormente, cada vez que sc anada un nuevo
clique al grafo, éste se enlazara con aquel clique que defina un separador mayor
(18].

Igualmente fécil es asignar potenciales a los cliques. Los pasos son:

— Asignar cada funcién f; a un clique C que contenga a las variables sobre la
que esta definida.

— Caso de existan cliques C' que no tengan asociadas funciones f; se define
e =1, en otro caso se define ¥ como el producto de todas las f; asociadas.
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Notar que definiendo asi los potenciales la probabilidad conjunta de las varia-
bles de la red puede expresarse en términos de los potenciales:

p) = Q) fi = Qe
i=1 C

Es decir, el drbol de cliques contiene la misma informacién probabilistica que
la contenida en la red bayesiana pero expresada de otra manera. Y, como en
la nueva representacién no se presentan ciclos, puede desarrallarse el paso de
mensajes de forma andloga al esquema expuesto en polidrboles (ver apartado 9
para mas detalles).

El tinico paso problemaitico en el proceso para obtener un arbol de cliques es
el de la triangulacién. El que se pueda obtener una triangulacién a partir de una
secuencia de eliminacién no es problema, pero si lo es el que la secuencia puede
afectar a la eficiencia del algoritmo de propagacién. En el arbol de cliques, ca-
da grupo tiene un potencial (tabla de valores) asociado. El tamaifio del potencial
(mimero de valores de la tabla) es el producto del niimero de estados de las varia-
bles. Asi, el tamafno incrementa exponencialmente con el tamaio de los cliques.
Una buena triangulacién serd, en consencuencia, una triangulacién que produce
potenciales de tamaiio ”pequefio”.

El problema de determinar una triangulacién 6ptima es NP-completo [45]. Se
pueden encontrar distintas metodologias para encontrar buenas triangulaciones
[34,44,13,22-24,15,25,5] pero son las basadas en heuristicas las que han presentado
mejores resultados. Por ejemplo: eliminar sucesivamente el primer nodo que no
necesite la creacién de nuevos arcos, si hay empates seleccionar el que produzca
un menor tamaino.

7 Comentarios Finales

El método para polidrboles resulta ficil de implementar y trabaja en tiempo
polinomial. Estas ventajas se deben precisamente al tipo de grafos con que trabaja
(cadenas, drboles y polidarboles) lo que, a su vez, limita su uso ya que este método
no puede utilizarse en grafos con ciclos.

El métodos basados en condicionamiento presentan la ventaja de que pueden
trabajar con ciclos. A cambio se ven obligados a instanciar un conjunto de varia-
bles para poder aplicar el método para polidrboles. Para dicha instanciacién se
utiliza como expresion basica la ecuacién (5), que produce un aumento en memo-
ria y tiempo computacional ya que (a) el célculo de (5) crece exponencialmente
en el nimero de nodos de corte; (b) Necesita realizar varias pasadas por el grafo
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para poder determinar el conjunto de nodos de corte de ciclos, (c) es necesario
aplicar el método de Pearl para cada polidrbol que produce cada instanciacién de
los nodos de corte.

El método basado en eliminacién de nodos permite trabajar con ciclos y es
muy réapido, pues sélo se basa en la informacién que suministra una variable.
Ademads, pueden adaptarse para trabajar con otras teorias. Su inconveniente es
que es necesario repetir cdlculos si se desea obtener distintas probabilidades 'a
posteriori’ y presentan el mismo inconveniente que el problema de la triangulacién
(determinar una secuencia de eliminacién).

Los algoritmos basados en drboles de cliques también permiten trabajar con
ciclos, pero se encuentra con una fuerte limitacién: cémo determinar los mejores
cliques. Estos algoritmos presentan mas ventajas que inconvenientes ya que:

— Presenta una metodologia que puede extenderse a otras teorias de tratamiento
de la incertidumbre sin importar la estructura del grafo utilizado extendien-
do, por tanto, el esquema de propagacion a casi cualquier tipo de dominios
(41,11,7,6,16,16].

— Se ha demostrado que los métodos exactos pueden expresarse en términos de
esta técnica [38]. El punto en comun entre los distintos métodos exactos es que
todos construyen un grafo de grupos, y la diferencia estriba en que cada uno
busca el que resulta mas adecuado para el esquema de inferencia que define.
Es decir, las diferencias entre los métodos pueden entenderse como diferentes
aproximaciones para desarrollar las mismas tareas en el algoritmo general de
construccién de arboles de grupos.

8 Anexo 1: Esquema de Propagaciéon para Poliarboles

Pearl desarrollé un método de modificacién de las distribuciones de los nodos
de un drbol, generalizando su desarrollo a polidrboles y posteriormente a grafos
dirigidos aciclicos en general [30,33]. En este apartado se presenta dicha técnica
readaptada al planteamiento de [28).

Férmulas basicas de propagacién para Polidrboles

1. La distribucién a posteriori de un nodo X; viene dada por:
Bel(z*') = P(z% | e) = a\(z')7w(z%) VzeUn (8)
2. El A-valor de X; viene dado por:

A [Then, Mni(z¥) Sii ¢ E |
)\(.’L‘l‘) = 1 Sii eFE Y xll =e; Yz € UN (9)
0 Sl ) € E Yy x‘i # e;
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Donde H; denota a los hijos de i.
3. El wr-valor de X; viene dado por:

n(@¥) =3 |fileHat) I Mriat)| - vz eUn (10)
€N fEP;

Donde P; denota a los padres de 1.

4. Cada hijo h de i le envia un A-mensaje M;(z*') = Ap(z*!) y si h tiene como
padres a Py, entonces, para cada = € Uy, éste viene dado por:

Z’\(zlh)fh(xlhlzlph){ I1 Mm(z")] Sii¢ E

Myi(z*) = { .t rePy—{i} - (11)
1 SiiéEy:t“"_:e,'
0 SiieE y ¥ #e

5. Cada padre f de i le envia un m-mensaje My;(z*/) = m;(z*/) que viene dado por:

Pzt e .
y J—I-,LM‘_I(zl ) Si f¢FE
Mp(z*) =41 SifeE y st =e V€U (12)
0 SifeE y 1t #¢

Algoritmo de Propagacién para Poliarboles

Inicializacién
1. Tomar todos los A-valores, A-mensajes y m-mensajes igual a 1.
2. Para cada nodo raiz del grafo, hacer n(z) = P(z).
3. Para cada nodo raiz del grafo, enviar un m-mensaje a cada uno de sus
hijos, es decir ir a Modificacién.
Modificacién
1. SiieEyX,=zx;,=¢; fntonces:
TR
@ Bext = {5
(b) Calcular A(X*) segin (9)
(c) Enviar a cada uno de sus padres un A-mensaje, segin (11), ir a Mo-

dificacién.
(d) Enviar a cada uno de sus hijos un m-mensaje, segin (12), ir a Modi-
ficacién.
2. Si i recibe un A-mensaje de uno de sus hijos y si X; NO estd instanciado,
entonces:

(a) Calcular A(X*) segiin (9).
(b) Calcular Bel(X) segiin (8).
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(c) Enviar a cada uno de sus padres un A-mensaje, segiin (11), ir a Mo-
dificacion.
(d) Enviar a cada uno de sus hijos un w-mensaje, segin (12), ir a Modi-
ficacidn.
3. Si i recibe un w-mensaje de uno de sus padres, entonces
(a) Si X* NO est4 instanciado entonces:
i. Calcular su 7-valor segin (10).
ii. Calcular Bel(X"') segtin (8).
iii. Enviar a cada uno de sus hijos un w-mensaje, segin (12), ir a
Modificacion.
(b) Si A(X*) # (1,...,1) entonces
i. Enviar a todos los padres, excepto del que recibe el 7-mensaje, un
A-mensaje, segin (11), ir a Modificacién.

9 Anexo 2: Esquema de Propagacién para Arboles de
Cliques

Shachter et. al. [38] desarrollaron un método general de inferencia para cual-
quier grafo basado en los resultados de [39,40]. Las operaciones basicas y el algo-
ritmo de inferencia son como sigue:

Férmulas basicas de propagacién para Arboles de Cliques

Supongase que para una red bayesiana ya se ha construido un arbol de cli-
ques. Considérese S como el separador entre un clique C' y un clique vecino D.
Denotemos por L¢; la lista de las funciones f; de la red bayesiana que han sido
asignadas a cualquier clique CI.

1. Se define el potencial asociado a cualquier clique C! como:

iy — H!. Let fn(flfls(f')) Sl Lcy ;é@

2. Se define el mensaje que recibe el clique C por parte de D a través de S como

Mic@®)= Y |vp@?) [  MHEY)| YzeUM13)
ziD-S S'€Sep(D)—-{S}
1S
= |Yp® R M5 (14)
S'€Sep(D)—{S}
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donde Sep(D) representa a los separadoresde D y M 5,') representa el mensaje

que recibe D a través de S'. M S'C (z*5) también se define como el mensaje
que manda el clique D hacia C a través de S.

Analogamente, se define el mensaje que recibe el clique D por parte de C a
través de S como

1S

MEpaS) = oo | & M5 (15)
S'e€Sep(C)—-{S}

Absorcién.

Dado un universo Cl, se dice que absorve informacién si recoje toda la infor-
macién de todos los mensajes que recibe. Es decir, el potencial de Cl, ¥¢y,
queda modificado segiin la expresion:

e =g x [ M% (16)
S€eSep(Cl)

donde Sep(C) denota al conjunto de separadores del universo C.

. IntegrarEvidencia.

Integrar la evidencia e en un arbol de grupos consiste en restringir los po-
tenciales de los cliques a dicha evidencia. Algoritmicamente puede expresarse
como sigue: Para cada i € E determinar todos los grupos que contienen a la
variables i. Si C es uno de tales grupos redefinir ¥)c como ¢¥¢c ® &, .

. RecojerEvidencia(RE).

Si un clique C recibe una peticién RE de un clique Cp, entonces C envia una

peticién RE a todos sus vecinos excepto a Cp; cuando todos los vecinos C, de
. . . c,nC
C terminan la tarea encomendada, entonces C recoje los mensajes MC:'C de

. . 2,CpNC
todos sus vecinos Cy y manda el mensaje Mg~ a Gy

. DistribuirEvidencia (DE).

Si un clique C recibe una peticién DE de un clique Cp, entonces C recoge el

. x,CNC . .
mensaje MC,. ¢’ de C, y posteriormente manda una peticién DE a todos sus
vecinos excepto a Cp.

Algoritmo de Propagaciéon para Arboles de Cliques

1.
2.
3.
4.

Moralizar la red bayesiana.

Seleccionar un orden de eliminacién de los nodos del grafo moral.
Determinar los cliques obtenidos en el proceso de triangulacién.
Construir un drbol de cliques.
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Llamar a IntegrarEvidencia

Elegir un universo C como universo pivote.
Llamar a RecojerEvidencia(C).

Llamar a DistribuirEvidencia(C).

Llamar a Absorcién para cada uno de los cliques..
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Resumen

Es conocido que la propagacién exacta de probabilidades en redes bayesianas
es un problema NP-duro [6]. Esto quicre decir que si la red es suficientemente
complicada, puede que no podamos obtener resultados en un tiempo razonable.
Surge entonces la necesidad de emplear métodos aproximados que, a cambio de
perder la exactitud de los cdlculos, ofrecen resultados en un tiempo menor. En
este capitulo estudiamos un grupo de algoritmos aproximados de gran impor-
tancia: los basados en métodos de Monte Carlo.

1 Introduccién

Los algoritmos aproximados surgieron con cl propésito de resolver los casos
peores para los métodos exactos en un tiempo mds razonable, generalmente me-
diante técnicas de Monte Carlo, a cambio de la pérdida de la exactitud de los
cdlculos. La inferencia por métodos de simulacién es también un problema NP-
duro cuando se requiere una precisiéon determinada [7]; sin embargo, el conjunto
de problemas resolubles es mayor que para los métodos exactos.

En este capitulo describiremos los métodos mds importantes de propagacién
de probabilidades basados en simulacién por Monte Carlo.

Comenzaremos planteando el problema en la seccién 2. A continuacién, en la
seccion 3, explicaremos el concepto de simulacién y veremos cémo se aplica a la
estimacién de la distribucién a posteriori de una red bayesiana. En la seccién 4
estudiamos el funcionamiento de los métodos de propagacién por Monte Carlo
mas sencillos: los que no utilizan precomputacién. Terminaremos el capitulo con
un acercamiento a métodos mas sofisticados como el muestreo sistematico (seccién
5) y muestreo por importancia basado en precomputacién aproximada (seccién
6).
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2 Planteamiento del Problema

Supondremos durante este capitulo una red bayesiana definida sobre un con-
junto de variables X = {X),...,X,}, cada una de ellas tomando valores en un
conjunto finito U;, ¢ = 1,... ,n y N = {1,...,n}. Consideraremos también un
conjunto de variables observadas X g, tomando el valor Xg = e con e € Ug. Al
valor e lo llamaremos evidencia.

El objetivo que nos proponemos es calcular la distribucién a posteriori p(z|e)
para todo z € Uy, correspondiente a cada variable X, con k € N. Al cdlculo de
esta probabilidad lo llamamos propagacién de probabilidades. Esta probabilidad
podria obtenerse mediante marginalizacién a partir de la distribucién conjunta de
la red,

p(z) = [ filz**), VzeUn, (1)
iEN
donde s(f;) representa el conjunto de indices de las variables para las que esta
definida la funcién f;. En este caso, cada funcién f; se corresponde con la distri-
bucién condicionada de la variable X; a sus padres Ilx,, es decir, p(zi|7x,), con
z; € Ui, mx; € Upy y s(fi) = {i} U F(i), donde F(i) es el conjunto de indices
de las variables padre de X;. Si existen variables observadas, Xg = e, entonces la
distribucion anterior quedara como

p(z,e)=(H ff<z*’<f‘>)>- [l 6, ), vzeun, 2)

ieN JEE

donde 4.; es una funcién que toma el valor 1 si = es consistente con la evidencia
y 0 en otro caso:

_ J1sie; =y,
6ej(1/) - {OSI ej # y. (3)

Obsérvese que la probabilidad que queremos calcular es

p(zk,e€)
o(e) (4)

y, dado que p(e) es constante, ésta es proporcional a p(z,€). Por lo tanto, pode-
mos obtener la distribucién a posteriori si calculamos para cada z; € Uy el valor

p(zile) =
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p(z,e) y normalizamos después. Podemos expresar p(zy,c¢) como la siguiente
suma:

S=plzre)= Y pla)= Y. plze) (5)
zeUn z€UN
;:‘Eze 1'“'::;:
J:“':.tk

Pero suponemos que la distribucion p(z, e) es suficientemente complicada como
para que los métodos exactos no sean aplicables, y, de igual manera, tampoco
serd posible calcular la suma anterior en un tiempo razonable. Por lo tanto, nos
conformaremos con aplicar un método de simulacién para obtener una estimacién
de la probabilidad que buscamos.

A continuacién veremos en qué consiste la simulacién y cémo puede ésta apli-
carse a nuestro problema.

3 Simulaciéon

Por stmulacion podemos entender la experimentacién sobre un modelo de cier-
to sistema, de cara a predecir el comportamiento del mismo. Si el proceso de
simulacién conlleva el uso de niimeros aleatorios, se la suele llamar también simu-
lacion por Monte Carlo. El objetivo de la simulacién es extraer conclusiones sobre
cierto sistema real sin necesidad de experimentar directamente sobre el sistema
en cuestion.

Por ejemplo, supongamos que una empresa cstd considerando la apertura de
un supermercado y nos encarga un informe para decidir el nimero de cajas regis-
tradoras que han de colocar. En este caso, el sistema real es el supermercado. Para
decidir el nimero éptimo de cajas registradoras, podriamos observar el compor-
tamiento del sistema, construyendo el supermercado, poniendo un cierto niimero
de cajas y observando si éstas son suficientes o no. Es evidente que este método
es extremadamente costoso. Podriamos recurrir entonces a realizar un modelo de
simulacién del supermercado y experimentar, en un ordenador, el funcionamiento
del mismo. En este caso, seria sencillo hacer pruebas con distintos nimeros de
cajas registradoras.

En un modelo de este tipo, necesitamos generar aleatoriamente una poblacion;
en este caso, la de los usuarios del supermercado. Se sabe que dicha poblacién
puede modelizarse de acuerdo a ciertas distribuciones de probabilidad conocidas:
por ejemplo, el nimero de personas que llegan a una caja registradora para ser
atendidos sigue una distribucién de Poisson.
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Generar individuos de una poblacién no es mas que generar valores para una
variable aleatoria que sigue una distribucién dada. Una forma de hacer esto es
mediante el método de inversion, fundamentado en el siguiente teorema:

Teorema 1. Sea X una variable aleatoria con funcién de distribucién F(z). Sea
F~1(y) la funcién inversa de F, definida como

F~'(y) =inf{z | F(z) >y}, 0<y<L (6)

Entonces, si U es una v.a. uniformemente distribuida en el intervalo (0,1), se
cumple que la v.a. definida como Z = F~!(U) tiene como funcién de distribucién
F(z). o

Este teorema nos dice la forma de generar valores para la variable X. Lo tinico
que hay que hacer es generar un nimero aleatorio u (entre 0y 1), y calcular el valor
F~!(u). El resultado sera un valor para la variable X. Existen numerosas formas
de generar nimeros aleatorios [16]. La mayoria de los lenguajes de programacién
de propésito general ofrecen mecanismos para generarlos. Con esto, el algoritmo
para realizar esta tarea es como sigue:

1. Generar un numero aleatorio u.
2. X = F ' (u).
3. Devolver X.

El método anterior es vilido para variables tanto discretas como continuas.
En las redes bayesianas, las variables que manejaremos seran siempre discretas y
finitas, es decir, solo podrdn tomar un nimero finito de valores. El siguiente ejem-
plo ilustra el funcionamiento del método de inversién para una variable discreta
y finita.

Ejemplo 1. Sea una variable aleatoria X que puede tomar los valores z;, =5 y
z3 con probabilidad P(X = z;) = 0.2, P(X = z;) = 03y P(X = z3) =
0.5. La funcién de distribucién F para la variable X puede verse en la figura 1.
Supongamos que hemos generado un nimero aleatorio v = 0.7. Para obtener un
valor para X a partir de u hemos de evaluar la funcién F~!(0.7). Obsérvese que
en la gréfica 1 esto se puede hacer situando el punto 0.7 en el eje de ordenadas y
viendo con qué punto del eje de abscisas se corresponde de acuerdo con el dibujo
de F. Puede comprobarse que el valor 0.7 se corresponde con el valor z3 de acuerdo
con la férmula (6). ]

En general, un algoritmo para generar valores para una variable X con n
posibles valores, {z;,...,z,} y con funcién de probabilidad P(X = z,) = py,
P(X =x3) =py,...,P(X =z,) = pn, es cl siguiente:
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F(z)
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Figura 1. Método de inversién.

1. Generar un mimero aleatorio u.
2. P =p:.
3.i=1.
4. Mientras i <=ny P < u,
(a) i=i+1.
(b) P=P+p;.
5 X = ;.

6. Devolver X.

3.1 Obtencién de la probabilidad a posteriori mediante simulacién

Una forma de obtener una estimacién de la probabilidad de interés (férmula
(5)) mediante simulacién, seria generando una serie de valores para las variables
X1,...,X, mediante el método de inversién a partir de la distribucién p(z). A
partir de la muestra gencrada, para un cierto z; podriamos estimar su probabi-
lidad como el cociente entre el nimero de veces en que X toma el valor zy y el
nimero total de individuos en la muestra generada.

Ejemplo 2. Consideremos la red de la figura 2, para la cual hay definida una
distribucién de probabilidad p(z,, z2, z3). Supongamos que las tres variables son
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Figura 2. Una red bayesiana con tres variables.

f1(0) = P(X;, =0)=0.6

fil)=P(X,=1)=04
f200,0) = P(X>:=0|X, =0)=0.2
f2(0,1) = P(X; =0]X, =1)=0.5
f2(1,0) = P(X, =1|X, =0) =08
f201,1)=P(X2=1|X,=1)=05
f3(0,0) = P(X3 =0|X2 =0)=0.2
f3(0,1) = P(X3=0|]X2=1)=0.3
f3(1,0) = P(X3=1|X,=0)=0.8
f3(1,1)=P(X3=1|X,=1)=0.7

Tabla 1. Probabilidades condicionadas para la red anterior.
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binarias, es decir, pueden tomar los valores 0 6 1, y que hemos generado la siguiente
muestra a partir de la distribucién p mediante el método de inversion:

(0,1,0),(0,1,1),(0,1,0),(1,1,1),(0,0,1),(1,1,1),

donde cada coordenada de cada tripleta representa los valores para X;, X» y X3
respectivamente. Si, por ejemplo, quisiéramos estimar la probabilidad a posteriori
de la variable X, contariamos los elementos de la muestra en los que .X'; toma el
valor 0 y dividiriamos ese niimero entre el tamano de la muestra, y andlogamente
para X, = 1. Es decir, estimariamos dicha probabilidad como:

P(X; =0) =

P(X,=1)=

c:lw csl
cm»-u c.ono

T p(z)
(0,0,0) [ 0.024
(0,0,1) | 0.096
(0,1,0) [ 0.144
(0,1,1) | 0.336
(1,0,0) [ 0.040
(1,0,1) | 0.160
(1,1,0) | 0.060
(1,1,1) [ 0.140

Tabla 2. Probabilidad conjunta para la red anterior.

En la préctica, no serd posible utilizar la distribucién p para generar la mues-
tra, pues ésta serd dificil de manejar y por lo tanto su inversa también lo serd. Lo
que se hace es utilizar una distribucién modificada mas sencilla para simular, y
luego se asigna un peso o importancia a cada individuo de la muestra. El funda-
mento de este procedimiento consiste en que podemos expresar la suma (5) como
sigue:

o= X pee= Y @), (7)
w0 S5y,
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donde f* es una funcién masa de probabilidad positiva en todos los puntos donde
p es positiva. A f* se le llama funcion de muestreo.

Si f* se elige de forma que sea sencilla de manejar, podemos utilizarla para
generar la muestra de las variables de la red, {:z:(j )}, =1,...,m, con m el tamafio
de la muestra. A cada configuracién z() le asignamos un peso o importancia w;
definido como

_p(z,e)
RN TED) ®
Entonces, puede estimarse cada probabilidad p(zy,e) como
_ p(z),e) 1 .
plak,e) = 2 @) = m (9)
i€ i€d
donde J C {1,...,m} es un conjunto de indices tal que las configuraciones z{9,

j € J, verifican que Y = 2 y 20YF = e, Es decir, se estima la probabilidad
de cada valor z;, como la media de los pesos de las configuraciones que componen
la muestra, considerando que tienen peso cero aquellas configuraciones que no son
consistentes con zj. Puede comprobarse que p(z,e) es un estimador insesgado
de p(zk,e) (ver [17]).

Para obtener la probabilidad a posteriori, p(zx|e), basta con normalizar los
valores estimados de p(zx,e), lo que es equivalente a dividir entre la suma de
todos los pesos.

Configuracién (z"))] Peso (w;)
(0,0,0) 0.192
(0,1,1) 2.688
(0,1,0) 1.152
(1,1,1) 1.120
(0,0,1) 0.768
(1,1,1) 1.120

Tabla 3. Pesos para la muestra del ejemplo.
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Ejemplo 3. Supongamos que queremos estimar la probabilidad a posterior: de la
variable X de la red de la figura 2. Vamos a utilizar el método de los pesos. Ima-
ginemos que hemos utilizado para obtener la muestra una distribucién uniforme,
es decir, f*(z) = 1/8 para toda configuracién z de las variables X, Xy y X3, y
que hemos obtenido la misma muestra que en el ejemplo 2. La tabla 3 muestra los
pesos de cada una de las configuraciones que forman la muestra. Procedemos como
en cl ejemplio 2, pero ahora sumando los pesos de las configuraciones favorables a
cada uno de los valores de X;. Obtenemos la siguiente estimacion:

P(X, = 0) = 0.192 + 2.688 + 1.152 +- 0.768 _ 4?8 — 08,

6
1.120 +1.120 _ 2.240

P(X,=1)= 5 5

~ 0.37.

Normalizando, obtenemos la estimacién P(X; = 0) = 0.68 y P(X, = 1) =
0.32. mi

El proceso anterior queda reflejado en el siguiente algoritmo:
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Algoritmo de simulacién

1. Desde 7 = 1 hasta m, .
(a) Generar una configuracién (¥) a partir de f*.
(b) Calcular

_ p(z,e)
w; = EOR (10)
2. Para cada z € U, k ={1,... ,n},
(a) Estimar p(z,e) usando la férmula (9).
3. Normalizar los valores p(zy, €) para obtener p(zi|e).

En este esquema, si todas las configuraciones que forman la muestra se elijen
de forma independiente, diremos que realizamos un muestreo por importancia [16].

Siguiendo este esquema general de simulacién, se han desarrollado diversos
esquemas de propagacion aproximada. La diferencia entre ellos radica en la forma
en que se generan las configuraciones que componen la muestra y también en la
distribucién de muestreo que se emplea. Estudiaremos los siguientes métodos:

— Muestreo ldgico probabilistico.

— Ponderacién por verosimilitud.

— Simulacién estocastica.

— Muestreo estratificado o sistemadtico.

— Muestreo por importancia basado en precomputacién aproximada.

Los tres primeros no requieren ningiin proceso de precomputacién para calcu-
lar las distribuciones de muestreo antes de la simulacién; por ello, los llamaremos
algoritmos de Monte Carlo sin precomputacién. El muestreo sistematico tampoco
requiere de dicha precomputacion, pero difiere de los anteriores en la forma de
obtener las muestras. Por ltimo, el método de muestreo por importancia basado
en precomputacién aproximada conlleva un cdlculo inicial enfocado a mejorar la
calidad de las funciones de muestreo.

4 Algoritmos de Propagacion por Monte Carlo sin
Precomputacion

4.1 Mhuestreo légico probabilistico

Este método, propuesto por Henrion [10], se engloba dentro de los Hamados de
propagacion hacia delante. La idea de las técnicas de propagacion hacia delante
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consiste en elegir un orden ancestral! de las variables de la red y obtener una
configuracién para cada variable en secuencia, muestreando segun la distribucién
condicionada de dicha variable dados sus padres en la red. A cada configuracién de
las variables obtenida se le asigna un peso que, al final del proceso de simulacién,
y normalizando, resulta en una estimacién de la probabilidad a posteriori de cada
variable.

En el método de muestreo 16gico probabilistico destaca el hecho de que todos
los pesos valen 0 6 1, dependiendo de que la configuracién obtenida sea coherente
con las observaciones o no. Esto se debe a que la distribucién de muestreo elegida
coincide con la original, es decir, que para cada configuracién (%), el peso es:

B p(z(j),e)
YT ED)
(ITiss £@) - (Mig 80 24)
I, £ )

= I 6e, (=",

leE

El algoritmo detallado es el siguiente, donde supondremos, sin pérdida de
generalidad, que las variables siguen un orden ancestral:

Muestreo Légico

1. Desde j = 1 hasta m (tamano de la muestra),
(a) Desde i =1 hasta n,
i. Obtener un valor z; € U; simulando de acuerdo a la distribucién
p(zi|mx,), donde mx, es la configuracién ya obtenida para los padres
de X,'.
ii. Si X; es una variable observada y z; # e;, hacer w; = 0 y volver al
paso 1.
(b) Hacer w; = 1.
2. Paracada = € U, k= {1,... ,n},
(a) Estimar p(zy,e) usando la férmula (9).
3. Normalizar los valores p(zy,e) para obtener p(z|e).

! Un orden de los nodos de un grafo se dice ancestral si cada nodo tiene una posicién
en dicho orden anterior a cualquier descendiente suyo.
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Obsérvese que el problema de este algoritmo es que si la configuracién obteni-
da no concuerda con las observaciones, la iteracién no serd valida (paso 1.(a).ii.
del algoritmo). Este problema no se presenta si todas las observaciones se dan en
nodos raiz, dado que en ese caso se puede instanciar cada variable al valor ob-
servado y no se simulan. Entonces, la primera variable a simular seria la primera
que no estuviera observada, y su distribucién de probabilidad estaria restringida
a los valores de las variables observadas, luego no se obtendrian configuraciones
contradictorias con las observaciones. De cualquier forma, lo normal es que las
observaciones se presenten en cualquier parte de la red y no sélo en las raices, por
lo que este método no sera aplicable en numerosas ocasiones.

El siguiente ejemplo ilustra el funcionamiento del algoritmo.

Ejemplo 4. Consideremos la red de la figura 2, en la que se ha observado que la
variable X3 toma el valor 1. El orden en que vamos a simular las variables es
X1, X2, X3. Veamos:

— Simulacién de X;. Para simular un valor para esta variable, generamos un
numero aleatorio. Supongamos que dicho nimero es u = 0.3. Aplicando el
método de inversién a la distribucién f; (ver tabla 1), obtenemos el valor
X 1 = 0.

— Simulacién de X,;. Generamos un nuevo nimero aleatorio, por ejemplo,
u = 0.7. Ahora utilizamos la distribucién f, instanciada al valor X; = 0 y
por el método de inversién obtenemos el valor X, = 1.

— Simulacién de X;. Realizamos el mismo proceso utilizando f3. Si el mimero
aleatorio generado es u = 0.4, obtenemos X3 = 1.

En definitiva, la configuracién obtenida es (0,1, 1), que es consistente con la ob-
servacién X3 = 1. Si en la simulacién de X3 el nimero aleatorio hubiera sido,
por ejemplo, u = 0.1, entonces el valor obtenido para X3 hubiera sido el 0, lo que
produciria la configuracién (0,1,0) que no es consistente con la evidencia, y, por
lo tanto, la simulacién no habria sido valida.

a

4.2 Meétodo de ponderacién por verosimilitud

El esquema de ponderacién por verosimilitud fue desarrollado independiente-
mente por Fung y Chang [9] y Shachter y Peot [18]. El objetivo que persigue es
evitar la aparicion de configuraciones inconsistentes con la evidencia. Para ello, las
variables observadas no se simulan, sino que toman directamente el valor observa-
do. Esto se consigue haciendo que la distribucién de muestreo valga 1 para el valor
de las variables observadas, de forma que siempre se obtenga ese valor al simular.
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Es decir, la funcién de muestreo serd igual al producto de las condicionadas de la
red salvo para las variables observadas:

vz, € Ui, fi(zi)= {gfx(‘zlir)\) : 2 g fj, (11)

donde f} es la distribucién de muestreo para la variable X;, y mx, es el valor
simulado para las variables ITx,, con lo que

fr@)=[[f@) Ve=(i...,2.) € Un. (12)
i=1

Obsérvese que al usar las distribuciones condicionadas para simular, es nece-
sario que el orden de simulacion de las variables sea ancestral, al igual que en el
muestreo légico probabilistico.

Dado que todas las configuraciones son consistentes con la evidencia, el peso
de una configuracién z = (z,,... ,z,) se puede calcular como

_ plz.e)

fr(z)
_ (T, fularY))) - (e g B ()
B (IMig e filz+sD)) - ([Tie g Oes (z3)
=[] fitz+)

ek

= H p(zilmx,).

i€k

Es decir, el peso de cada configuracién viene determinado por la probabilidad de
la evidencia dado el resto de las variables, o, lo que es lo mismo, la verosimilitud
de la evidencia.

Con esto, el algoritmo de ponderacién por verosimilitud es muy similar al de
Henrion, y puede enunciarse como sigue:

Ponderacién por verosimilitud

1. Desde j = 1 hasta m (tamaio de la muestra),
(a) Desde i = 1 hasta n,
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i. Si i ¢ E, obtener un valor z; € U; simulando de acuerdo a la distri-
bucién p(z;|7y,).
(b) wj = [[icpP(zilmx,).
2. Para cada z € U, k = {1,... ,n},
(a) Estimar p(zi,e) usando la férmula (9).
3. Normalizar los valores p(zy,e) para obtener p(zi|e).

Ejemplo 5. Para ilustrar este método, consideraremos de nuevo la red de la figura
2 y el orden de simulacién X, X,, X3. Supondremos que se ha observado que la
variable X3 toma el valor 1. En estas condiciones, el proceso de simulacién seria
practicamente igual que en el ejemplo 4, salvo que la variable X3 no se simularia,
sino que directamente tomaria el valor 1. Luego, si los nimeros aleatorios son los
mismos que en el ejemplo 4, la configuracién obtenida es (0,1, 1), y el peso serd

w=P(X;=1X,=0,X,=1)=P(X3=1|Xy=1) =0.7.
a

El funcionamiento de este método es bueno salvo cuando se presentan pro-
babilidades muy préximas a cero. En este caso es posible que gran parte de las
configuraciones simuladas tengan peso nulo [12].

4.3 Meétodo de simulacién estocastica

Este método, también llamado de simulacion directa, fue propuesto por Pearl
[15]. Las diferencias mds destacadas respecto al algoritmo de ponderacién por
verosimilitud son:

1. En este caso, las variables no han de simularse en ningiin orden en especial.

2. En lugar de simular usando la distribucién condicionada de cada variable, se
usa la distribucién de cada variable condicionada a su envolvente de Markov
en la red?®.

El algoritmo detallado queda como sigue.
Simulacién estocastica
1. Hacer que todos los nodos de la red a uno de sus posibles valores con proba-
bilidad no nula.

2 La envolvente de Markov de una variable en una red bayesiana es el conjunto de los
padres, hijos y padres de los hijos de dicha variable.
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2. Para cada variable no observada X;, i € {1,...,n}, hacer h;y(z;) = 0 para
todo z; € U;.
3. Desde j = 1 hasta m (tamafo de la muestra),
(a) Para cada variable X, 7 € {1,...,n},
i. Calcular P(X;|WY,), donde Wy, denota la envolvente de Markov de
la variable X;, de la siguiente manera:

p(zilwx.) = a-pxilrx,) [[ plzjlnx,) Veie Ui (13)
JEH (i)

donde a es una constante de normalizacién, H(7) es el conjunto de
indices de las variables hijo de X; y wx, es la configuracién actual de
la envolvente de Markov de la variable X;.
ii. Simular un valor mff’ ) € U, para X; segun la distribucién p(z;|wy,)-
iii. Actualizar h; segin una de la dos siguientes expresiones:

hi(z) = h(z) + 1,
hi(zy”) = h(zi) + p(aihwy,).

4. Normalizar los h;, i = 1,... ,n. Cada h; resultante es la distribucion a poste-
riori de la variable Xj;.

Este método presenta dos problemas principales. Por un lado, puede ser dificil
encontrar una configuracion inicial para las variables de la red que tenga pro-
babilidad positiva. Jensen, Kong y Kjarulff [13] proponen usar inicialmente una
técnica de muestreo hacia delante para encontrar la configuracién inicial.

Por otro lado, cada configuracién depende de la generada inmediatamente an-
tes (ver formula (13)). Por eso, puede darse el caso de que, una vez alcanzada
una configuracion, ésta se repita un gran nimero de veces, debido a que las de-
pendencias entre las variables sean “casi” funcionales, es decir, las distribuciones
generadas en la férmula 13 tengan valores muy proximos a 0 o a 1. La conver-
gencia de este método hacia la distribucién exacta estd asegurada, cuando todas
las probabilidades son estrictamente positivas, por resultados de la teoria de los
procesos de Markov [3,8], pero ésta puede alcanzarse muy lentamente por la razén
dicha anteriormente. En el caso de tener probabilidades nulas, puede que no se de
la convergencia. El siguiente ejemplo puede aclarar la situacion:

Ejemplo 6. Sea una red bayesiana con dos variables binarias conectadas de la
forma X; — X, con Uy, = {z;,%1}, Uz = {z2,32} y tales que p(z;|z;) =
p(Z2|Z,) = 6 ~ 1. Supongamos que p(z;) = 0.5 y que X; = z;, entonces
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p(z2|lwx,) = p(z2|z1) = 4. Si en una simulacién obtenemos X, = 3, en la
préxima simulacién la distribucién usada para simular X, sera

p(ziwyx,) = p(z1|z2)
= a - p(z2|z1) - p(z1)
=a-0.5-6 =4,

dado que, por la regla de Bayes, § = 1/P(X, = z3), y

p(z2) = p(z2|z1) - p(z1) + p(T2|Z1) - P(Z1)
=6-05+(1—6)-0.5=05.

Si continuamos asi, obtendremos la configuracién (z,,z;) con probabilidad
muy proxima a 1, y, en el momento en que una de las dos variables cambiara de
valor, la otra también lo haria, repitiéndose entonces muchas veces la configuracion
(Z1,Z2). Obsérvese, por lo tanto, que la configuracién que se obtenga en una
simulacién puede depender fuertemente de la obtenida en la simulacién anterior.
a

Tratando de resolver este problema, surgi6 el denominado muestreo de Gibbs
por blogues, desarrollado por Jensen, Kong y Kjerulff [13]. Estos autores se dan
cuenta de que los problemas de la simulacién estocdstica se deben a la dependencia
entre las configuraciones de una muestra, en el sentido de que, en cada momento,
sélo se cambia el valor de una variable. Esto no ocurre en el muestreo hacia delante,
en el que todas las variables pueden cambiar de valor de una configuracién a la
siguiente en una muestra.

El muestreo de Gibbs por bloques es un sofisticado método que se basa en
buscar un compromiso entre dependencia entre las configuraciones y coste com-
putacional, partiendo de los dos casos extremos:

1. Simular una sola variable cada vez dada su envolvente de Markov es compu-
tacionalmente simple, pero las muestras pueden ser muy dependientes.

2. Simular todas las variables a la vez hace que las muestras sean independientes,
pero el coste computacional puede ser intratable.

El método consiste en dividir las variables de la red en una serie de grupos
de forma que todas las variables en un mismo grupo se simulan a la vez. Cuanto
mas grande sea cada grupo, menor serd la dependencia entre las muestras, pero
mayor sera la complejidad de calcular la distribucién conjunta que ha de usarse
para simular las variables del grupo a la vez.
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5 Muestreo Estratificado o Sistematico

La simulacién ecstratificada es una técnica muy conocida en estadistica [16]
que conduce el proceso de simulacién de forma que se eviten las muestras raras o
desequilibradas. La idea basica consiste en dividir el espacio muestral en diversas
regiones o estratos y elegir en cada uno de ellos un mimero éptimo de muestras.
Esto produce una mejor representacion del espacio muestral que la que resulta de
las muestras aleatorias, y se pueden obtener mejores estimaciones para un tamano
determinado de la muestra o bien reducir el tamafio de la muestra para obtener
la precision requerida.

Los primeros algoritmos de propagacién basados en muestreo estratificado
fueron desarrollados por Bouckaert [1] y Bouckaert, Castillo y Gutiérrez [2]. La
idea es considerar el espacio de todas las posibles configuraciones de las variables
de la red, y asignar a cada una de ellas un subintervalo de [0, 1], de tal forma que
las configuraciones mas probables tengan asignado un subintervalo mas amplio.
Entonces, se selecciona un grupo de configuraciones muestreando sobre el intervalo
[0,1]. El procedimiento es el siguiente:

Sea un conjunto de variables X = {X,...,X,}, donde cada variable X; to-
ma valores en U; = {0,1,...,r; — 1}. Sean f;, i = 1,...,n las distribuciones
condicionadas para cada variable dados sus padres en la red. En estas condi-
ciones, podemos calcular todas las posibles configuraciones de las variables y su
probabilidad de ocurrencia. El método de muestreo estratificado requiere que las
configuraciones estén ordenadas, por ejemplo, segiin el siguiente criterio [2]:

Definicion 1. Sean z = (z),22,...,Z,) ¢y = (y1,¥2,.-. ,yn) dos configuracio-
nes de la variable n-dimensional X. Se dice que = precede a y, y se denota = < y
si:

<y < 3k tqVi<k z;=yjyzi <y (14)

En base al orden definido en (14), se construye una tabla que representa el
espacio muestral. Esta tabla se usa para obtener las configuraciones en el proceso
de muestreo. Por ejemplo, sea X = {X,, X3, X3} el conjunto de variables de la
red de la figura 2, cuyas probabilidades a priori se encuentran en la tabla 1.
En la tabla 4 pueden verse las configuraciones ordenadas y su probabilidad de
ocurrencia, probabilidad acumulada e intervalo asociado. Cada configuracién r'
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Configuraciéon|Probabilidad [Prob. acumulada{Intervalo asociado
(0,0,0) 0.024 0.024 (0.000,0.024)
(0,0,1) 0.096 0.120 (0.024,0.120)
(0,1,0) 0.144 0.264 (0.120,0.264)
(0,1,1) 0.336 0.600 (0.264,0.600)
(1,0,0) 0.040 0.640 (0.600,0.640)
(1,0,1) 0.160 0.800 (0.640,0.800)
(1,1,0) 0.060 0.860 (0.800,0.860)
(1,1,1) 0.140 1.000 (0.860,1.000)

Tabla 4. Probabilidades e intervalos para las configuraciones ordenadas.

tiene asociado un intervalo I; = [I(¢), h(i)) C [0,1] cuyos limites se calculan a
partir de las probabilidades acumuladas de acuerdo a las siguientes expresiones:

1(5) ZHf(J"

Ji<ir=1

(15)
()—t(z)+Hf 4.

donde z7 es la j-ésima configuracién de la variable n-dimensional X y f*, r =
1,...,n, son las distribuciones de muestreo. La figura 3 muestra la divisién del
intervalo (0, 1] para la red de la figura 2.

Para obtener una muestra de tamaio m, se generan m nimeros en el intervalo
[0, 1], y se comprueba qué configuracién se corresponde con cada nimero generado,
de acuerdo a la particién de la regién (figura 3). A continuacién, se pondera cada
configuracién de acuerdo con la distribucién usada para calcular los intervalos (f;)
y la distribucién original. Los m nimeros no son aleatorios, sino que se calculan
de forma determinista [2] de la siguiente manera,
i—0.5

ki = L i=1,2,...,m.
m

El hecho de que los niimeros “aleatorios” sean generados aqui de forma deter-
minista, motiva el nombre de muestreo sistemdtico para este método.

El siguiente ejemplo explica cémo obtener una muestra a partir de una se-
cuencia de nimeros dada.
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Figura 3. Configuraciones y sus probabilidades acumuladas.

Ejemplo 7. Considérese la red mostrada en la figura 2. Generando cuatro nimeros
ki =(:1—0.5)/4,i=1,...,4, obtenemos la secuencia,

(0.125,0.375,0.625, 0.875).

Ahora, para cada nimero, buscamos en el diagrama representado en la figura
3 las configuraciones correspondientes. Estas son:

N

Niimero|Configuracion (z,,x2,3)
0.125 (0,1,0)
0.375 0,1,1)
C.625 (1,0,0)
0.875 1,1,1)

a

Se puede apreciar que cuando m aumenta, la frecuencia relativa de cada con-
figuracién converge a su valor ‘de probabilidad. El hecho de que no se utilicen
numeros aleatorios hace que este algoritmo tenga un caricter mas numérico que
de simulacién. Nétese que las funciones de muestreo pueden ser cualesquiera, lue-
go dependiendo de las que se usen, se obtendran distintos resultados. Bouckaert,
Castillo y Gutiérrez [2] usan las mismas funciones que en el algoritmo de ponde-
racion por verosimilitud. Una descripcion detallada del algoritmo correspondiente
a este método puede encontrarse en [5].
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6 Muestreo por Importancia basado en Precomputacién
Aproximada

La decisiéon mds importante a la hora de disefiar un algoritmo de muestreo
por importancia es la eleccién de la distribucién de muestreo: ésta deberia ser tan
similar a la distribucién original como sea posible. En el caso particular de una red
causal, la distribucién original viene dada como el producto de una serie de distri-
buciones condicionadas y un conjunto de observaciones. Los algoritmos conocidos
de muestreo por importancia [4,9,18] usan las funciones originales (distribuciones
condicionadas u observaciones) para aproximar la distribucién producto. Es de-
cir, estos métodos usan exclusivamente informacidn local sobre cada variable a la
hora de simularla.

En esta seccién veremos un nuevo enfoque para obtener las distribuciones de
muestreo. La idea es usar no sélo las condicionadas y las observaciones originales,
sino toda la informacién concerniente a cada variable. Esto es, a la hora de simular
valores para una variable, usar todas las funciones de las que disponemos. Este
es el caso ideal, pero si la red es suficientemente complicada, este proceso puede
ser inviable; en concreto, la complejidad de este procedimiento seria la misma que
la de la propagacién exacta, y eso es precisamente lo que queremos evitar. En
resumen, el problema es que el coste de la combinacién de todas las funciones
definidas para una variable puede ser demasiado alto.

El esquema que describimos en esta seccién tiene dos fases principales: pre-
computacion aprorimada y simulacién. La primera de ellas se basa en realizar
una eliminacién de variables para encontrar una aproximacién de las funciones de
muestreo. En la fase de simulacidn, se utilizan estas funciones obtenidas para ge-
nerar configuraciones de las variables que seran ponderadas como en los métodos
anteriores.

Por eliminacidn de una variable entendemos el proceso de combinacién de
todas las funciones definidas para dicha variable y la posterior marginalizacién de
la funcién obtenida sobre el resto de variables. A saber, hay dos formas de realizar
la eliminacion de una variable X;: exacta y aproximada.

Exacta

1. Combinar todas las funciones que estdn definidas para la variable X;, obte-
niendo como resultado una funcién h;.

Eliminar X; de la combinacién, h;, marginalizando el resultado a s(h;) — {i}.
Anadir el resultado de la marginalizacion a H.

4. Eliminar de H todas las funciones que se combinaron para obtener F;.

Rl o
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Si es posible repetir este proceso para todas las variables, en cada paso se
obtiene una distribucién de muestreo proporcional a p(z,e¢). En realidad, el pro-
ceso es como un algoritmo de propagacién exacta [19], y se verifica el siguiente
teorema:

Teorema 2. Supongamos que hemos realizado una eliminacién exacta; entonces,

- Si hy es la funcién obtenida al eliminar X,, entonces, para todo r € U, (y),
h,(z) es proporcional a p(z|e).

- Si h; es la funcién obtenida al eliminar X; (i < n), (@) ={i+1,...,n},y
To € Ug(i)ns(n;), entonces, la restriccién de h; a zo, hj es proporcional a la
probabilidad p(.|e, zo).

a

Las dos propiedades del teorema anterior nos permiten simular un valor z €
Un con probabilidad igual a p(z]e). Lo que tenemos que hacer es simular valores
para las variables en el orden X,,, ..., X. Para obtener un valor para una variable
X;, muestreamos a partir de la funcién h;, realizando primero la restriccién de
esta funcién a los valores zp obtenidos para las variables simuladas previamente
(Xx(i)) y normalizando después.

En algunos casos, el tamaiio® de h; puede ser tan grande que su célculo sea
inviable. En este caso, la eliminacién de las variables habrd de hacerse de forma
aproximada. Pueden definirse numerosos criterios de aproximacion, pero siempre
dentro del siguiente esquema:

Aproximado

1. Sea H(i) = {h € H | i € s(h)}, el conjunto de funciones definidas para la
variable X;. Eliminar H (i) de H.

2. Transformar H (i) mediante combinacién. Para ello, repetir el siguiente pro-
ceso:
(a) Tomar R C H(i).
(b) Combinar todas las funciones contenidas en R, es decir, calcular f =

[lrer -

(c) Anadir el resultado de la combinacién, f, a H(i).
(d) Eliminar R de H (z).

3. Calcular H* (i) a partir de H(i) eliminando X; en todas las funciones perte-
necientes a H(i).

3 Se define el tamario de una funcién h como el producto del nimero de casos de todas
las variables para las cuales h estd definida.
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4. Anadir H*(z) a H.

Este procedimiento coincide con el exacto si en el segundo paso se combinan
todas las funciones contenidas en H (7). La idea del procedimiento aproximado es
combinar funciones mientras no se sobrepase cierto umbral de tamafio. Es decir,
la forma de elegir los R C H(i) dependerd del tamaio del resultado de combinar
las funciones que lo formen. Una propiedad importante de esta aproximacién de
cara a su validez para obtener funciones del muestreo por importancia es que no
se afiaden nuevos ceros. Esto queda garantizado por el siguiente lema:

Lema 1. Sean H(i) y H*(i) como en el algoritmo aproximado. Sea z € Uy. Se
verifica que

h(z**M) >0 Vh e H(i) = h(z*™) >0 Vh e H(i).
a

Una vez realizado el proceso de eliminacioén, el siguiente paso es obtener confi-
guraciones de las variables X 5. El proceso para simular un valor para una variable
X segun el algoritmo aproximado es el siguiente: si zg es la configuracién obtenida
para las variables X z(;), entonces

Simula(X;, H (i)

1. Sea H (i) el conjunto calculado en el paso 2 del procedimiento de eliminacién
aproximada.

2. Restringir cada funcién en H(i) a o. Combinar todas las funciones en H(z),
obteniendo una nueva funcién h; definida sobre U, ;).

3. Si N(h) es la normalizacién de h}, obtener un valor z; para X; siguiendo la
distribucién de probabilidad N(h}).

4. Devolver el valor z;.

Habiendo definido una forma de calcular las distribuciones de muestreo y de
simular valores para las variables, se puede disefiar un algoritmo de propagacion
sin mas que seguir el esquema general de la seccién 3.1.
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Resumen

En este trabajo pretendemos introducir el concepto de inferencia abductiva
en sistemas probabilisticos y su resolucién haciendo uso de modelos gréficos,
concretamente redes causales Bayesianas. Comenzaremos por plantear versiones
limitadas del problema, para abordar después la inferencia abductiva usando el
formalismo de las redes causales. Distinguiremos dos problemas de abduccién
en redes causales, la abduccién total y la abduccién parcial. Veremos como ésta
dltima (que puede verse como una generalizacién de la primera) puede resultar
mas interesante de cara a problemas practicos y presenta mds problemas para
ser resuelta de manera eficiente.

1 Introduccién

En los dltimos anos el razonamiento abductivo ha incrementado su interés en
varios campos de investigacion relacionados con la inteligencia artificial, como por
ejemplo en tareas de andlisis y diagnéstico [16,22,23], comprension del lenguaje
natural [30], visién artificial y procesamiento de imégenes [9], generacion de planes
(1], etc ...

El problema de la abduccién puede plantearse como la bisqueda de explicacio-
nes a unos hechos observados. Es, por tanto, una regla de inferencia (inferencia
abductiva) [15]que sigue el siguiente esquema:

regla general : todas las bolas de la caja A son negras
hecho : la bola es negra
hipdtesis : la bola es de la caja A

Al igual que en la deduccién, en la abduccién a partir de un caso particular y
de una regla general sc obtiene un caso particular; sin embargo, en la deduccién
el resultado es una consecuencia légica de la regla general y por tanto ”cierto”,
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mientras que en la abduccién el resultado es simplemente una ”hipétesis” (una
posible explicacién al hecho observado) y no una conclusién definitivamente cierta.
Otra diferencia entre la deduccién y la abduccién es que en la primera se requiere
una implicacién absoluta en la formulacién de las reglas (si A = B, siempre que
se de A es seguro que se da B), mientras que en la abduccién la implicacién puede
relajarse y ser interpretada como una relacién causal (si A = B, A es una posible
explicacién de B). Levesque [10] sugiere extender la nocién de ezplicacién para
englobar aquellos casos en los que aunque no exista una relacién causal directa
entre A y B, conocer A sea suficiente para creer B como cierta. En la mayoria de
las aproximaciones actuales las reglas usadas en la inferencia abductiva utilizan
la implicacién material (légica) interpretada como una especie de relacién causal.

En general el proceso de inferencia abductiva siempre produce mas de una
explicacidn posible, lo que hace que sea necesario discriminar entre las distintas
alternativas. Los criterios que se utilizan para seleccionar las mejores explicaciones
del conjunto de hipédtesis generadas se basan en utilizar alguna medida que nos
diga cuando una hipétesis es mejor que otra y en preferir siempre las hipétesis
mas simples (de acuerdo a algin criterio de simplicidad).La figura 1 muestra el
proceso de la inferencia abductiva, diferencidandose claramente entre las fases de
generacion y seleccion de hipétesis.

Hechos > Generacion Conjunto de _ Seleccion | Mejores
Observados de Hipotesis Explicaciones de Hipotesis Explicaciones

Figura 1. Proceso de inferencia abductiva.

El resto del capitulo se estructura como sigue: en la seccién 2 se introduce
el concepto de abduccién en relacién con la tarea de diagndstico y los sistemas
expertos. La seccién 3 plantea el problema clésico de diagnéstico (como una red
causal restringida) y su resolucién por medio de la teoria del recubrimiento par-
simonioso. En las secciones 4 y 5 se presentan, respectivamente, los problemas
de abduccién total y parcial en redes causales, asi como una introduccién a los
métodos de resolucién del problema. Por tltimo, en la seccién 6 presentamos las
conclusiones.
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2 Abduccién, diagnéstico y sistemas expertos

Estd ampliamente aceptado que el proceso del diagnéstico humano pertenece
a la categoria de la inferencia abductiva [3,18,20,22] y que probablemente sea el
ejemplo mas tipico y mejor comprendido de la clase de problemas que pueden ser
resueltos mediante este tipo de inferencia. Consideremos el diagnéstico médico
como un ejemplo. El conocimiento viene presentado como relaciones entre en-
fermedades y sintomas en la forma la enfermedad e; puede provocar los sintomas
s1, 82, -.,Sk. Ademads, asociado a cada una de las relaciones causales hay un grado
de incertidumbre, ya que tanto la gripe como un tumor cerebral pueden provocar
un dolor de cabeza, si bien el grado de certeza asociado a la relacién en ambos ca-
sos sera distinto. Ante unos sintomas observados la tarea del médico es identificar
el conjunto de enfermedades que expliquen los sintomas observados. Si ha iden-
tificado mas de un diagndstico posible, se decidird por aquel que tenga asociado
un grado de certeza mayor.

Tradicionalmente muchos de los sistemas expertos desarrollados se han cen-
trado en el campo del diagndstico médico y, por tanto, podemos decir que reali-
zaban tareas abductivas [19,11,21]. En lineas generales, cuando la incertidumbre
era representada con probabilidades muchos de estos sistemas trabajaban usan-
do variaciones de los siguientes esquemas. Distinguiremos dos casos: una tinica
enfermedad y miiltiples enfermedades’.

2.1 Una tnica enfermedad

En algunos sistemas (IDT [29]) se realiza la suposicién de que dos o més
enfermedades no pueden estar presentes de manera simultidnea y por tanto el
diagndstico resultante sélo contiene una enfermedad. Supongamos que se han

observado los sintomas {sy, sz, ..., sk}, entonces el objetivo es obtener la enfer-
medad e que maximiza la cantidad p(e|sy, s2, ..., sx). Aplicando la regla de Bayes
tenemos:

p(e)p(31, S§2,... ,Skle)
p(S1,82,...,5k)

plelsi,s2,...,88) = (1)

La realizacién de estos calculos para todas las enfermedades implicaba un
esfuerzo computacional inviable y por eso se hacian algunas suposiciones como
las siguientes:

! Aunque aqui siempre nos estamos refiriendo a enfermedades y sintomas es claro que el
modelo puede extenderse a cualquier sistema de diagnéstico, sin mds que considerar
desérdenes y manifestaciones en general
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— Independencia entre sintomas, es decir, p(si, s;j) = p(si)p(s;)-
— Independencia entre sintomas dada una enfermedad, es decir, P(s;le,s;) =
p(sile).

Considerando las suposiciones anteriores la expresién 1 queda de la siguiente
forma:

Ploile) plsale) | ploele) o)

p(s1) p(s2) p(sk)

P(e|31,32a e ,Sk) = p(e) :

Esta regla permite considerar los sintomas uno a uno con el siguiente algoritmo:

1. Para cada enfermedad e; hacer
Ae;) = p(ei)
2. Para cada sintoma observado s; hacer
Para cada enfermedad e; hacer
Ale) = Afe;) - 22219

p(s;)
3. Listar las N enfermedades con mayor valor A

El algoritmo anterior procede inicializando las enfermedades con sus valores
a priori y luego va actualizando el valor en funcién de los sintomas observados.
Es claro que no todos los sintomas afectan a todas las enfermedades y aunque
el algoritmo trata bien estos casos (ya que multiplica por 1) seria conveniente
obtener antes una lista de las enfermedades relacionadas con cada sintoma, de
forma que no se pierda tiempo en realizar esos calculos.

2.2 Miiltiples enfermedades

La hipétesis de que sélo una enfermedad puede estar presente no tiene por qué
cumplirse y de ahi que haya que modificar el anterior esquema de funcionamien-
to. En este apartado vamos a ver como el sistema experto Internist-1/Caduceus?
[11,18,19] trataba el problema de la presencia de miiltiples enfermedades utilizan-
do técnicas heuristicas. La idea se basa en dividir la lista de enfermedades en gru-
pos distintos, formados por aquellas enfermedades que explican aproximadamente
el mismo conjunto de sintomas. El esquema seguido por Internist-1/Caduceus era
mas o menos el siguiente.

1. Sea S el conjunto de sintomas observados y Es el conjunto de enfermedades
relacionadas con S. Hacer D = {.

? Internist-1/Caduceus no es un sistema estrictamente Bayesiano, sin embargo, las di-
ferencias no son muy grandes y podemos obviarlas por razones de simplicidad



Abduccién en Modelos Graficos 93

2. Aplicar el algoritmo del apartado anterior y seleccionar la primera enfermedad
e; de la lista resultante 3.

3. Sea S., el conjunto de sintomas observados que son explicados por e, y E,, el
conjunto de enfermedades de la lista obtenida en el paso anterior que explican
como mucho el conjunto de sintomas S, .

4. Hacer S =S\ Se,, E=Es\E,, y D=DU{e,}.

5. Si todos los sintomas han sido explicados (S = @) finalizar con D como
diagndstico, en otro caso volver al paso 2.

Como puede verse este método es una generalizacién del anterior para poder
trabajar con el caso de que varias enfermedades puedan estar presentes de manera
simultdnea. Un primer problema que podemos observar es que si el paciente sufre
dos enfermedades, una de las cuales oculta a la otra (los sintomas de una son un
subconjunto de los de la otra), tinicamente una de ellas sera diagnosticada.

3 El problema clasico de diagnéstico y la teoria del
recubrimiento parsimonioso

En el apartado anterior hemos visto cémo operaban algunos sistemas expertos
que utilizaban inferencia abductiva para resolver problemas de diagndstico, com-
puestos por sintomas y enfermedades (manifestaciones y desérdenes en gereral).
También hemos visto algunos de los problemas que tenian estos métodos y sus
restricciones a la hora de aplicarlos debido a las suposiciones formuladas para po-
der aplicarlos. En este apartado vamos a ver una formalizacién de los problemas
que constan de manifestaciones y desérdenes, representiandolos como una red cau-
sal (restringida); y un método de resolucién que evita algunos de los problemas
anteriores.

Los problemas que relacionan desérdenes y manifestaciones pueden ser repre-
sentados mediante una red causal de dos niveles, en los cuales cada una de las
variables puede tomar dos valores (presencia z; o ausencia —z;). Nuestro problema
estard caracterizado por la siguiente definicién [17,12].

Definicién 1. (Problema clasico de diagndstico)

Un problema cldsico de diagndstico es una 4-tupla P = (D, M, C, M%) donde:

— D = {di,d>,...,d,} es un conjunto finito y no vacio de objetos, llamados
desdrdenes.

3 Si la diferencia entre la primera y la segunda enfermedad no era suficientemente signifi-
cativa se solicitaban mds datos, hasta obtener una enfermedad destacada con respecto
a las demas
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— M = {m,,ma,...,mi} es un conjunto finito y no vacio de objetos, llamados
manifestaciones.

— C C D x M es una relacién entre desérdenes y manifestaciones y representa
el grafo de la red causal.

— M* C M es el conjunto de manifestaciones que se ha observado que estdn
presentes.

(W]

En la figura 2 podemos ver un ejemplo formado por cinco desérdenes y seis
manifestaciones. Notaremos por efectos(d;) al conjunto de manifestaciones direc-
tamente causadas por d; (hijos de d; en el grafo) y por causas(m;) al conjunto de
desérdenes que pueden causar de forma directa la manifestacién m; (padres de
m; en el grafo). Es importante destacar que una arista (d;,m;) no se interpreta
como "d; provoca necesariamente m;", sino que debe interpretarse como que "d;
podria provocar la manifestacion m;".

Figura 2. Problema clasico de diagnéstico con cinco desérdenes y seis manifestaciones.

Peng y Reggia [16,17] han estudiado de forma extensa cémo aplicar la in-
ferencia abductiva al problema cldsico de diagnéstico: primero, desde un punto
de vista simbdlico; y posteriormente, afiadiendo la componente probabilistica. A
continuacién vamos a comentar brevemente la base de ambos enfoques.

3.1 Teoria del recubrimiento parsimonioso

Una vez hemos caracterizado los problemas de diagndstico con los que vamos a
trabajar, debemos caracterizar ahora cémo resolverlos. Utilizaremos basicamente
dos técnicas: el recubrimiento para obtener explicaciones y la parsimonia, que
nos permitird seleccionar de entre el conjunto de explicaciones. Veamos algunas
definiciones basicas.
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Definiciéon 2. Para cualquier Dy C D y M; C M en un problema clasico de
diagnostico P se tiene

— efectos(D1) = Uy, p, efectos(d:), y
— causas(My) = Um,-EAlJ causas(m;).

Definicién 3. (Covertura)
El conjunto D; C D es una covertura de M; C M si M; C efectos(Dy). O

Podemos decir que la nocién de covertura representa que D explica desde un
punto de vista causal la presencia de M.

Ejemplo 1. Supongamos que para el problema cldsico de diagndstico de la figura
2 se tiene el conjunto de manifestaciones {m;,m,, m3}, entonces obtenemos las
siguientes coverturas. {{d] y dg, (l3, d4, d5}, {d] s dg, d3, d4}, {dl, dg, d4}, {(l-_), (l;}, dq},
{d1,d3,ds}, {d1,ds}} O

Definicién 4. (Explicacién)
Un conjunto E C D es una ezplicacién de M+ paraun P = (D, M,C,M*) sii E
es una covertura de M+t y E satisface un criterio dado de parsimonia. ]

Por tanto, la nocién de ezplicacién consta de tres condiciones: debe ser una
covertura de M7, tinicamente contiene desérdenes y debe cumplir un criterio de
parsimonia. Si no se exigiera algin criterio de parsimonia, D siempre constituiria
una explicacién de cualquier conjunto M ™, puesto que siempre es una covertura.
A continuacioén se introducen algunos criterios de parsimonia.

Definicién 5. (Criterios de parsimonia)

1. Una covertura Dy de M, se dice que es minima si tiene menor cardinalidad
que cualquier otra covertura de M.

2. Una covertura Dy de M; se dice que es irredundante si ninguno de sus sub-
conjuntos propios es también una covertura de M ;. En otro caso diremos que
es redundante.

3. Una covertura Dy de M se dice que es relevante si es un subconjunto de
causas(M™). En otro caso diremos que es irrelevante.

a

De acuerdo con estos criterios podemos clasificar las coverturas del ejemplo 1
de la siguiente forma:
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{d\,d>,d3,d4,ds} irrelevante
{d\,d2,d3,ds} redundante
{d1,d3,d4} redundante
{da,ds3,ds} irredundante
{d1,d2,d4} redundante
{dy,ds} irredundante y minima

Si bien se pueden formular otros criterios de parsimonia, en ausencia de otra
informacion se preferird la irredundancia por motivos conceptuales y computacio-
nales. Esto hace que cuando hablemos de una covertura parsimoniosa nos estemos
refiriendo en realidad a una covertura irredundante.

Por 1ultimo, en muchos problemas de diagndstico es interesante conocer todos
los (mejores) diagnésticos posibles y no sélo el mejor, ya que este mayor conoci-
miento puede servir para decidir las acciones a realizar. Para recoger esta idea se
formula la siguiente definicién.

Definicién 6. (Solucién)
La solucidn a un problema cldsico de diagnéstico P = (D, M,C, M%), denotada
por sol(P), es el conjunto de todas las explicaciones de M*. a

Continuando con el problema planteado en el ejemplo 1 tendremos que la
solucién es sol(P) = {{d1,ds}, {d2,ds,ds}}.

3.2 Extensién probabilistica de la teoria del recubrimiento
parsimonioso

Una limitacién de la teoria del recubrimiento parsimonioso es que para un
problema P, el conjunto de soluciones sol(P) puede contener un gran nimero
de explicaciones potenciales. Esto hace que se tenga que introducir un nuevo
criterio de seleccién, de forma que podamos elegir las mejores explicaciones. Para
hacer esto Peng y Reggia [16,17] incorporan conocimiento probabilistico al modelo
simbélico antes presentado. La idea ahora es calcular P(D;|M*) para cada D; €
sol(P) y ordenar las explicaciones de acuerdo a esta med:-.a, quedidndonos, por
tanto, con las ezplicaciones mds probables.

De cara al desarrollo del modelo probabilistico, el conjunto M+ representara
que toda manifestacién m; € M estd presente (estado m;) y que el resto de
las manifestaciones (M \ M) estdn ausentes (estado —m;). De forma analoga, el
conjunto D; representa que todo desorden d; € Dy esta presente y que el resto de
los desérdenes (D \ Dy) estan ausentes. En adelante supondremos implicita esta
notacion para los conjuntos.
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Como ya se ha comentado el objetivo ahora es establecer un orden entre
las explicaciones D; € sol(P), utilizando para ello la probabilidad a posteriori
P(D;|M*). Sin embargo, aplicando la regla de Bayes tenemos

P(M*|D)P(D;)  _ P(M*|D;)P(Dy)

Di|M*) = - ,
(DAL 2 P(MHD)P(D)) P(M)
se2p

de donde se puede observar que el denominador es constante para toda explicacién
Dy y, por tanto, para establecer un orden sélo necesitamos calcular el numerador.
El objetivo ahora es desarrollar un método que permita abordar estos calculos
desde el punto de vista computacional.

Definiciones basicas y suposiciones

Veamos algunas definiciones basicas y las suposiciones que Peng y Reggia
asumen para facilitar la tarea computacional y para que el modelo numérico sea
coherente con el modelo simbdlico antes descrito.

Definicién 7. (Suceso causal)

Para cualquier d; € D y mj € M, d; =& m; representa cl suceso de que d; es la
causa de m; en este momento. Por tanto, d; = m; es cierto sii d; y m; estdn
presentes y ademds en este momento m; estd siendo causado por d;. m}

De la definicién anterior se deduce que d; — m; implica d; A m; pero no
al revés. Ademds, P(d; = mj|d;) < P(mj|d;), ya que en P(mj|d;) también se
recogen las situaciones en que mj A d; es cierto, pero m; estd siendo provocado
por algiin otro desorden d; también presente. Por otra parte, P(d; — mj|d;)
puede interpretarse como la frecuencia media con que d; provoca la presencia de
mj.

Definicién 8. (Contexto de d; = m;)

Sca X la conjuncién de cualquier causa y sucesos causales o sus negaciones, exclu-
yendo d; = m; y —~(d; = m;). Entonces se dice que X' es un contexto de d; = m;.
a

Teniendo en cuenta estas definiciones y tomando p; = P(d;) y ¢ij = P(d; —
mj|d;) Peng y Reggia formulan las siguientes suposiciones:

— Suposiciones respecto a la base de conocimiento. Para todo desorden d; p; es
conocido y 0 < p; < 1. Para todo suceso causal d; = m;j, c;; es conocido y
cij > 0 sii (d;,mj) eC.

— Suposiciones de independencia.
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o Independencia entre desérdenes. Un desorden d; puede ocurrir indepen-
dientemente de cualquier otro desorden.

Ppon= Il » JI a-m) (3)

d;€D; dy€D\D;

Esta independencia puede observarse en el grafo aplicando el criterio de
d-separacion.

¢ Independencia causal. Si d; € D ocurre, entonces el suceso causal d; & m;
ocurre independientemente de sus contextos. Es decir, si X es un contexto
de di &+ m; y P(X,d;) # 0, entonces

P(d, - "ljld,',X) = P(d, — m_,‘ld,') = Cij

Esto significa que la influencia particular de d; sobre m; no se ve afectada
por otros sucesos. Esta suposicién sustituye la hipétesis de independencia
entre manifestaciones formulada en otros modelos.

— Por iltimo, se supone que ninguna manifestacién m; puede ocurrir si no es
causada por algin desorden a través de un suceso causal.

Calculo de las probabilidades

A partir de las suposiciones anteriores Peng y Reggia obtienen los siguientes
resultados:

— Si X es un contexto para d; — m; entonces:
e P(d; » mj, de,) = C,‘jP(de,’)
° P(d. - m,-,X) = C,'jP(di,X)
— Un 1nico fallo. En este caso y puesto que sélo hay un desorden se tiene que
P(mj|d;) = cij y por tanto:

PiMyld)= J] ei JI (1-ca) (4)

m;eEM, mu MMy

— Muiltiples fallos.

Pm;|D;)=1- [] (1-cy) (5)
d;eD;
P(My\D;)= [] P(m;iD1) [ (- P(milDr) (6)

m;EMy myfM
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Estos resultados son importantes porque nos permiten calcular las probabilida-
des condicionales a partir de los datos ¢;; y p; que tenemos especificados a priori.
Ademads, en el segundo producto de las expresiones 4 y 6 no es necesario recorrer
todo el indice d. ¢M!;, sino sélo aquellas manifestaciones my. € efectos(Dy)\ M,
ya que para el resto ¢;; = 0 al no existir la arista (d;, my) en el grafo. Lo mismo
ocurre en el cdlculo de p(D;), ya que la expresién 3 puede ponerse como:

PO =] 1”_—p I - p0) (7)
d;€D; dir€D
Di
(8)
d.le_lt;, 1-p;

ya que []4, ¢ p(1—px) es una constante para todos los D C Dy, por tanto, puede
ser ignorada para establecer el orden entre los distintos D; € sol(P).

Por ltimo, es fécil ver que si D no es una covertura de M entonces se cumple
P(M;|Dy) = 0, ya que para alguna manifestacién m; se tendrd ¢;; = 0 para todo
d; € D;. Ademis, si d; provoca m; con total certeza (¢;j = 1) y m; ¢M ™ entonces
también P(M;|D;) = 0 y la explicacién seréa rechazada.

Figura 3. Problema clasico de diagnéstico con cuatro desérdenes y cuatro manifesta-
ciones.

Ejemplo 2. Sea el problema clasico de diagnéstico dado por la figura 3 y el con-
junto de manifestaciones M+ = {m;,m3}. Aplicando la teoria del recubrimiento
parsimonioso se obtiene el conjunto de soluciones sol(P) = {{d:}, {d2,d3}}. Que-
remos ahora ordenar estas explicaciones en funcién de su probabilidad.
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Usando la expresion 8 tenemos:

P(d;) _ 001 _
P({d1}) TP = oge = 010!
P(dy) - P(d3) . 0.1-0.2

P({dy,d3}) =0.028

(1-P(dy))- (1 - P(ds)) ~ 0.9-0.8

Usando las expresiones 4, 5 y 6 tenemos:
P({ml,mg}]{dl}) =C1-C13 (1 - 012) =02-0.1- (1 - 08) = 0.004

P({m,m3}|{d2,d3}) = p({m1}|{d2,d3}) - p({m3}|{d2, d3})-
(1 = P({m4}|{d2,d3}))
=0.9-09-044
=0.4536

Por tanto, tenemos que:

P({d,}|{mi,m3}) o 0.0101-0.004 = 0.00004 y
P({dz,dg}l{ml,m;g}) o 0.028 - 0.4536 = 0.0127,

siendo la explicacién més probable de M* {d,,ds}. a

4 Abduccion en redes causales Bayesianas

Peng y Reggia han generalizado con éxito la teoria del recubrimiento parsi-
monioso para poder trabajar con redes de mas de dos niveles; sin embargo, no
ocurre lo mismo con la extensién probabilistica, que no es capaz de tratar los ciclos
(debido a que violan la suposicién de la independencia entre causas). Por tanto,
para trabajar con redes causales Bayesianas sin restricciones en su topologia es
necesario el desarrollo de nuevos métodos. No obstante, antes de entrar en los
métodos, veamos qué se entiende por abduccién en redes causales Bayesianas.

El problema de hacer inferencia abductiva en redes causales, también llamado
revision de creencias o bisqueda de la ezxplicacion mds probable por Pearl [14] y
bisqueda de la configuracidon mdzima a posteriori por Shimony y Charniak [28],
consiste en encontrar la configuracién de estados de mayor probabilidad para las
variables no observadas. En general el problema se conoce como la bisqueda de
las K explicaciones mas probables, ya que habitualmente se pretenden encontrar
las K mejores explicaciones a los hechos observados y no la primera inicamente.
A continuacién definimos formalmente los conceptos de ezplicacidn y ezplicacidn
mds probable dentro del contexto de las redes bayesianas.



Abduccién en Modelos Graficos 101

Definicién 9. (explicacién)
Sea G = (U, E) una red bayesiana y ro una observacion del conjunto de variables
Xo C U. Decimos que = € {2 es una explicacién de zo si z4+¥o = z,. O

Evidentemente esto produce un altisimo mimero de explicaciones, lo que hace
necesario seleccionar entre ellas de alguna forma. El criterio de seleccion que se
usa estd basado en la probabilidad a posteriori de la explicacion.

Definicién 10. (explicacién mds probable)
Sea G = (U, F) una red bayesiana y o una observacion del conjunto de variables
Xo C U. Decimos que = € {2y es la explicacién mads probable (EMP) de zo si

z = argmax PU|zo) (9)
|

La obtencién de la explicaciéon mds probable  usando la expresion 9 no es
equivalente a hacer:

T=z ATaA... ATy, con T; = m\gxP(X,-]zo), VX, elU\ Xo

y, por tanto, no podemos resolver ¢l problema de la inferencia abductiva en redes
causales usando los métodos de propagacién de probabilidades descritos en los
capitulos anteriores.

4.1 Obtencién de las K explicaciones mds probables

En los ultimos aiios se han desarrollado una serie de algoritmos para resolver de
forma exacta el problema de la bisqueda de las K explicaciones mas probables,
sin embargo, en muchos de ellos o bien se restringe la topologia de la red o se
considera tunicamente el caso de K = 1. En este trabajo nos vamos a limitar a
comentar inicamente los métodos basados en propagacion sobre el arbol de grupos
maximales®, por ser estos algoritmos los mas usados en la actualidad [8,25). En
concreto nos referiremos a los algoritmos propuestos por Dawid [4] y por Seroussi
y Goldmard [24].

Algoritmo de Dawid

El procedimiento propuesto por Dawid [4] consiste en aplicar el algoritmo
Hugin utilizando el maximo como operador de marginalizacién en lugar de la

* También llamados arboles de conglomerados en este libro
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suma, es decir, ahora la marginalizacién de un grupo G; a su separador S; sc hace
aplicando la siguiente expresion:
Y(S) = W(G)T = maxy(Gy) (10)
El procedimiento de realizar las fases de recoleccién y distribucién usando el
maximo como operador de marginalizacién recibe el nombre de maz-prop. Sea
T = ({Gy,...,G},E),U =G, U---UG, y P(-) la distribucién de probabilidad
conjunta factorizada en T. Dawid indica que después de introducir la evidencia
zp en T y aplicar el procedimiento maz-prop se cumple lo siguiente:

i) VG, €T, maz PU,zp) = 17(17q:z:1/)(G.-)
ii) Sea z = arg maz pU,z0) la cc;nﬁguracién de méxima probabilidad. Enton-

ces r puede obtenerse mediante la composicién de las g; calculadas con el
siguiente procedimiento:
1. g] = arg nga:m,b(G;)
"1

2. Para j = 2,...,t hacer

i = padre(Gj)
st = givo
9; =arg maz ¥(Gj, 7))

La aplicaciéon del método descrito en ii) es necesaria por si hay dos o mads
configuraciones de maxima probabilidad. Si sélo hay una configuracién de maxima
probabilidad ésta puede obtenerse directamente mediante la composicién de las
g = arg nqun/;(G,-). Por otra parte, para obtener la probabilidad asociada a la

configuracién de maxima probabilidad es necesario dividir el valor obtenido en i)
por P(zp) que como se vié en el algoritmo Hugin puede calcularse sumando en
el grupo raiz después de que haya finalizado la fase de recoleccién de evidencia
invocada por este grupo.

Por 1ltimo, indicar que como sefala Nilsson [13] el algoritmo diseniado por
Dawid no es vélido (en general) para obtener la cuarta, quinta y sucesivas expli-
caciones mas probables.

Algoritmo de Seroussi y Goldmard

Seroussi y Goldmard [24] plantean un algoritmo basado en drboles de grupos
para obtener las K explicaciones mas probables. La idea basica del algoritmo de
obtencidén de la explicacién mas probable es utilizar un procedimiento ascenden-
te que visita cada grupo del drbol, calculando en cada grupo G; = {R;, Si} la
configuracién de R; que maximiza el potencial asociado al grupo G;. Esto puede
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hacerse debido a que la informacién relevante a las variables del conjunto residual
R; esté contenida en el subarbol que tiene como raiz a G; y no se ve afectada por
la informacién contenida en el resto de los grupos. Ahora cada configuracion g;
de un grupo G; tiene asociado ademds de su potencial, la instanciacién maxima
de las variables pertenecientes a los conjuntos residuales del subarbol que tiene
como raiz a G;, es decir, de las variables que ya han sido borradas. Los autores
denotan a esta configuracién por con fig(g;)-

En lugar de dividir por la probabilidad de la evidencia P(ro) como hace cl
algoritmo de Dawid, Seroussi y Goldmard ejecutan una fase previa en la que
instancian la evidencia y modifican el potencial de cada grupo G; del drbol a
P(R;|Si, o). Después de esta fase se realiza la propagacion® en orden ascendente
y al final la explicacién mds probable viene dada por:

" = g; Uconfig(g;), cong; = argmax ¥(Gy)

Para obtener las K explicaciones mas probables en lugar de la primera, se
modifica el algoritmo de forma que cada vez que se marginaliza por mdximo en
vez de pasar un valor como mensaje se pasa un vector ordenado que contiene los K
valores de maxima probabilidad junto con sus config asociadas. Evidentemente
esto aumenta la complejidad del algoritmo, ya que si un grupo G; tiene H grupos
hijos y Sj,,...,Sj, son los separadores que comunican G; con sus grupos hijos
entonces, en la bisqueda de la explicacién mas probable al hacer la operacién de
combinacidn se tiene

¥(gi) — ¥(gi) - w(gr™) - (gl );

es decir, H multiplicaciones para obtener el valor de v(g;). Sin embargo, en la
busqueda de las I explicaciones mds probables se ticne

¥(g:i) « ¥(9:) - 1/)(9,5"' [ma]) - w(g,-lsj” [mu]), conmy,...,my€l...K.

Es decir, ahora hay que hacer HK multiplicaciones, ordenar los K valores
obtenidos para g; y quedarnos con los I primeros. No obstante, los autores mo-
difican el método para evitar la complejidad exponencial quedando el nimero de
multiplicaciones necesarias acotado por H2K. Por simplicidad no describiremos
aqui esta modificacién.

Ejemplo 3. Sca la red causal de la figura 4.a formada por las variables bivaluadas
{A, B,C} y la variable D que puede tomar tres estados. Y sean sus probabilidades

5 Si bien los autores describen el algoritmo como un procedimiento iterativo y no como
una propagacién propiamente dicha (con paso de mensajes)
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condicionadas las mostradas en la tabla 1.a. Supongamos que no hay evidencia
observada y que queremos obtener las dos explicaciones mas probables. En primer
lugar obtenemos el drbol de grupos maximales mostrado en la figura 4.b y sus
potenciales iniciales (tabla 1.b).

Q p @
&
© N

Figura4. (a) Red causal con cuatro variables. (b) Un drbol de grupos maximales.

El siguiente paso es calcular el mensaje a enviar desde el grupo G, hacia el
grupo G, teniendo en cuenta que como queremos obtener las dos explicaciones
mas probables hay que mandar un vector de dos posiciones por cada configuracién.
El mensaje a enviar es el siguiente:

Y[1](e1) = 0.5~ config = (D = d3)
MGG — ] ¥2)(er) = 0.4~ config = (D = dy)
Y[1)(e2) = 0.6 ~ config = (D = d,)
¥[2](c2) = 0.3~ config = (D = d,)
Por iltimo tenemos que combinar la informacién recibida en el grupo G, con
el potencial contenido en este grupo. El resultado de esta operaciéon puede verse

en la tabla 2.
Por tanto, las dos mejores explicaciones mas probables son:

p(a21b1162vdl) = 0.126
p(ay, by, c1,d3) = 0.112

5 Abduccién parcial en redes causales Bayesianas

En la seccion anterior se ha caracterizado el problema de la abduccién en las
redes bayesianas, sin embargo, en ocasiones s6lo queremos obtener la configuracién



pla) =04
pla2) = 0.6
p(bl) =07
p(b2) =0.3
p(cl[al,bl) = 0.8
p(cllal,bz) =0.5
p(c||a2,b1) =0.5
p(cllaz,bz) =0.0
p(c-3|a|,b|) =0.2
p(ez2lar, b2) = 0.5
plcz2laz,b1) = 0.5
p(62|02,b2) =1.0

p(diler) = 0.1

p(d1|62) =0.6

p(dzlcl) =04

p(d2|c2) = 0.3

p(ds|c1) = 0.5

p(d3|62) =0.1
(a)
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1/)(01,1)1,61) =0.224
1/)((11,1)1,02) = 0.056
¥(ay, bz, c1) = 0.06
1,0(0.1,1)2,02) = 0.06
Y(az,bi,c1) =0.21
w(a'),b],c;z) =0.21
u)(az,bz,cl) =0.0
l[)(az,bz,Cz) =0.18

1/1(01,(11) =0.1
1/1(01,([2) =04
1/1(61,(!3) =0.5
1/1(02,(!1) =0.6
1})(62,(!2) =03
1/)(02,d3) =01
(b)

Tabla 1. (a) Distribuciones condicionadas. (b) Potenciales iniciales

91 ¥(1](g1) ¥[2](g1)
ai,bi,c; |0.112  ~» config = (D = d3) {[0.0896 ~+ config = (D = d»)
ay,bi,c2(0.0336 ~ config = (D =d;) || 0.0168 ~ config = (D = d)
ay,b2,¢1[0.03 ~ config= (D =d3) |0.024 ~» config = (D = d2)
a1,b2,¢2(0.036 ~ config= (D =d,) || 0.018 ~ config = (D = d>)
az,b1,¢1[0.105 ~» config = (D =d3) || 0.084 ~» config = (D = d>)
az,b1,c2(0.126 ~ config = (D =d,) || 0.063 ~ config = (D = d2)
az,b2,¢c1 (00 ~config=(D=d3)|[00 ~ config=(D=d,)
az,b2,c2[0.108 ~» config = (D =d,) ||0.054 ~» config = (D = d>)

Tabla 2. Resultado de la combinacién en G,.
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de estados mas probable para un subconjunto de variables de la red llamado
conjunto explicacion. A este tipo de problema se le llama abduccién parcial. La
explicacién mds probable en un problema de abduccién parcial se define como:

Definicién 11. (explicacién mds probable (abduccién parcial))
Sea G = (U, E) una red bayesiana y o una observacién del conjunto de variables
Xo CU. Sea XE C U el conjunto de variables de interés o conjunto explicacion.
Sea Xp = U\ Xg. Decimos que g € f2x, es la explicacién mas probable (EMP)
de zo si

I = ﬂr&'}?% P(XEg, XR|zo0)

0

Veamos un ejemplo de abduccién en redes causales aplicado al anilisis de fallos
en circuitos légicos.

Ejemplo 4. Vamos a modelar el circuito de la figura 5 con una red causal. En el
circuito hay tres grupos diferenciados de variables:

— Tres variables de entrada {4, B,C} que tomarén valores 0 0 1 y que vamos a
suponer que ambos valores tienen la misma probabilidad (0.5).

— Tres puertas logicas que tomardn valores ¢ o i, correspondiendo a funciona-
miento correcto e incorrecto respectivamente. Suponemos que la probabilidad
de fallo para una puerta Y es del 10%, para una O del 5% y para una N del
2%.

— Tres variables {D, E, F} que pueden tomar valores 0 o 1. El valor que toman
estas variables depende de otros valores, ya que representan estados interme-
dios y la salida.

Para transformar el circuito en una red causal aplicamos el esquema® de la
figura 6 y obtenemos la red de la figura 7.

Supongamos ahora que tenemos la observacién C = 0, F = 0 y buscamos la
explicaciéon mds probable a estos hechos, el resultado es:

(A=0,B=0,Y =¢,N=¢,D=0,0 =1,E =1) con probabilidad 0.173

De esta forma diagnosticamos que la explicacién mds probable a los hechos ob-
servados es un fallo de la puerta NO y un funcionamiento correcto de las puertas
O e Y. Sin embargo, la probabilidad en que nos basamos para formular este
diagndstico no es muy elevada, ya que sélo es del 0.173. La cuestién que podemos

% Como seiialan deKleer y Williams [6] al aplicar este esquema de transformacién una
salida correcta no garantiza el funcionamiento correcto de los componentes
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—(o—F

1 st f =correctoc Y = f(X,,...,X,)
P(Y|Xo,...,Xu,f) = 0 sif=correctocY # f(Xi1,...,X,)

ﬁ si f = incorrecto

Figura 6. Transformacién de una puerta légica.

Figura 7. Red causal para el circuito de la figura 5
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plantearnos es jpor qué obtener la configuracién de maxima probabilidad para
todas las variables si sélo nos interesa conocer si las puertas légicas funcionan
correcta o incorrectamente?. De hecho si planteamos un problema de abduccién
parcial con {Y,N,0} como conjunto explicacién obtenemos que la explicacién
mads probable es:

(Y =¢,N =¢,0 = 1) con probabilidad 0.691

de donde se obtiene el mismo’ diagnéstico pero podemos soportarlo con una
probabilidad mucho mayor. m]

5.1 Obtencién de las K explicaciones mas probables

Al igual que en la seccién dedicada al problema de abduccién total, nos cen-
traremos en los métodos basados en realizar la propagacién sobre un arbol de
grupos maximales. La idea ahora es utilizar un método de propagacién hibrido,
usando la marginalizacién por suma para las variables que no pertenecen al con-
junto explicacién y la marginalizacién por maximo para las variables del conjunto
explicacién. Sin embargo, si bien la idea parece sencilla tiene el problema de que
no todo arbol de grupos es valido para poder aplicarla, sino que el arbol de grupos
debe cumplir ciertas condiciones. El problema viene dado por la no conmutati-
vidad entre la suma y el maximo, que obliga a que no se haga ninguna suma
sobre el resultado de un maximo. Por tanto, para poder aplicar los métodos de
propagacion hibridos se necesita que Xg constituya un subarbol T' de T.

Ejemplo 5. Sea el drbol de grupos de la figura 4.b, entonces si Xg = {A, B,C}
o Xg = {C,D} se dan las condiciones necesarias para aplicar los algoritmos
descritos; sin embargo, si Xg = {A, B, D} no se dan estas condiciones y, por
tanto, los algoritmos no pueden ser aplicados. m]

El problema que se presenta ahora es qué hacer cuando Xg no constituye un
subdrbol del drbol de grupos. Nilsson [13] plantea usar el algorimto de Xu [31] para
modificar el arbol de grupos de forma que los algoritmos puedan ser aplicados.
De Campos y col. [5,7] describen cémo construir un arbol de grupos que cumpla
las condiciones requeridas y proponen un método hibrido basado en el algoritmo
de Seroussi y Golmard. Sin embargo, estos autores han estudiado que los drboles
de grupos obtenidos tienen un tamafio muy superior a los que se obtienen cuando
no hay ninguna restriccién, lo que hace que los algoritmos sean mads ineficientes
que en el caso de la abduccién total.

" En general esto no tiene por qué ocurrir
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6 Conclusiones

En este trabajo hemos comenzado introduciendo el problema de la abduccién
usando para ello su aplicacién mds conocida: el diagnéstico. Inicialmente hemos
visto c6mo se abordaba el problema en algunos de los sistemas expertos desa-
rrollados hace una década. Posteriormente hemos estudiado la formalizacién del
problema propuesta por Peng y Reggia, asi como los métodos propuestos por estos
autores para resolverlo. Sin embargo, en ambos modelos se hace uso de suposicio-
nes que no permiten aplicar el modelo en cualquier sistema probabilistico, lo que
nos ha llevado a plantear el problema en las redes causales.

Ya dentro del formalismo de las redes causales se han planteado dos problemas
relativos a la abduccién: abduccién total (sobre todas las variables) y abduccién
parcial (sobre un subconjunto distinguido de las variables). El caso de la abduc-
cién total ha sido mas estudiado y los métodos de biisqueda de la explicacién mas
probable pueden construirse sustituyendo en los métodos de propagacion de pro-
babilidades la marginalizacién mediante suma por la marginalizaciéon mediante
maximo. La bisqueda de las K explicaciones mas probables es mas compleja y
en este problema es donde se centran las investigaciones actuales. Por otra parte,
la abduccién parcial ha sido menos estudiada y plantea una serie de restricciones
que hace més complicada la resolucién del problema.

En cuanto a las lineas de investigacion futuras, podemos dividirlas en dos
grupos: desarrollo de algoritmos de cardcter aproximado para el problema de la
abduccién parcial; y estudio de métodos que nos permitan obtener explicacio-
nes mas simples desde el punto de vista del mimero de literales incluidos en la
explicacién ([2,26,27]).
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Resumen

El objetivo de este trabajo es dar una introduccién al problema del apren-
dizaje automadtico de modelos gréficos, poniendo de relieve los conceptos mas
importantes y las ideas generales de los distintos métodos propuestos. También
se consideran algunos métodos especificos de aprendizaje, con cl propésito de
ilustrar de forma mds detallada las distintas metodologfas. Después de desta-
car la importancia creciente que van adquiriendo las técnicas de aprendizaje
automadtico en general, nuestro cstudio se restringe al aprendizaje de un tipo
concreto (pero posiblemente el més conocido y empleado) de modelos graficos:
las redes de creencia. Se consideran las dos tareas basicas que necesita reali-
zar cualquier algoritmo de aprendizaje de redes de creencia: aprendizaje de la
estructura gréfica y aprendizaje de los pardmetros numéricos correspondientes,
centrindonos principalmente en la primera de ellas.

1 Introduccién

Los métodos de aprendizaje automatico (Machine Learning [58]) han jugado
un papel central en la Inteligencia Artificial desde sus comienzos. Probablemente,
esto se debe a que la habilidad para aprender, adaptarse y modificar el compor-
tamiento es un componente fundamental de la inteligencia humana, y por tanto
icoémo podria entonces decirse de una méaquina que es inteligente, si no es capaz
de mejorar su funcionamiento?

En la mayoria de los campos de conocimiento, el volumen de datos que se pue-
den recoger y almacenar estd aumentando a gran velocidad, gracias al desarrollo
de las tecnologias de la informacién. Surge entonces la necesidad de disponer de
herramientas computacionales capaces de asistir a las personas en la tarea de
extraer informacién 1til (conocimiento) a partir de esas ingentes cantidades de
datos. Se trata pues de desarrollar métodos capaces de extraer sentido de los
datos.
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El problema basico es el de poder relacionar datos de bajo nivel (datos ‘en bru-
to’), que habitualmente son demasiado numerosos para comprenderlos y asimilar-
los ficilmente, con otras formas de representacién que puedan ser mas compactas
(pero conserven lo esencial de los datos), mds abstractas (un modelo que describa
el proceso que generé los datos) y mads iitiles (un modelo que pueda servir para
predecir o estimar los valores de interés en situaciones o casos ain no observados).

Por ejemplo, imaginemos una base de datos que contenga diferentes tipos de
informacién sobre pacientes (sexo, edad, sintomas, resultados de exploraciones
y pruebas de laboratorio, patologias que padece,...). Esa base de datos contiene
gran cantidad de informacién en forma latente, pero no contiene ‘conocimiento’.
En primer lugar, la informacién que contiene puede ser demasiado voluminosa
para ser manejable por una persona, de ahi que resulte importante ‘condensarla’
(algo asi como separar la paja del grano, o destilar la esencia de una flor o plan-
ta). En segundo lugar, aunque la informacién esta alli, no constituye conocimiento
porque el conocimiento significa ‘comprender’ (saber los mecanismos que gobier-
nan las cosas, las relaciones entre ellas, etc); en definitiva, comprender implica
disponer de un modelo que describa cémo funciona el fenémeno que se esta estu-
diando. En nuestro ejemplo, un modelo describiria cudles son las relaciones entre
sintomas y enfermedades, qué enfermedades causan qué sintomas, etc. Finalmen-
te, la informacién contenida en la base de datos no es 1til tal cual: si queremos
diagnosticar cual es la enfermedad que padece un nuevo paciente en funcién de
sus caracteristicas y sintomatologia, no podemos consultar la base de datos pa-
ra obtener la respuesta, necesitamos que el modelo descriptivo antes mencionado
también sea predictivo, pueda ser manipulado para, en funcién del conocimiento
general que el modelo describe y del conocimineto especifico sobre ese paciente en
particular, podamos inferir la respuesta.

El método tradicional de transformar datos en conocimiento se basa en analisis
manuales de los mismos y su interpretacién, es decir, uno o varios analistas profun-
damente familiarizados con un tipo de datos (expertos) sirven como interfaz entre
los datos y los usuarios. Esta forma de trabajo es lenta, cara y muy subjetiva. Es
bien conocido que el principal cuello de botella en el proceso de construccién de
sistemas expertos es este método tradicional de elicitacion del conocimiento me-
diante la interaccién entre los expertos y el ingeniero de conocimiento. De hecho,
cuando el volumen de datos aumenta de forma importante, este tipo de analisis
manual esta resultando completamente impracticable en muchos casos. Por tanto
resulta necesario automatizar, aunque sea parcialmente, este trabajo de anélisis.

En muchos aspectos, el proceso de obtencién de conocimiento tiene un com-
ponente fundamentalmente estadistico. La estadistica proporciona un lenguaje
para cuantificar la incertidumbre que aparece cuando se tratan de inferir pa-
trones genéricos a partir de una muestra (una fraccién) de una poblacién. En
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nuestro caso, la base de datos a partir de la cual queremos aprender un modelo
de representacion y prediccién apropiado, constituye la muestra de una pobla-
cién posiblemente mucho mayor: no es casi nunca previsible que tengamos datos
suficientes de todas las situaciones posibles; por ejemplo, una base de datos de pa-
cientes, por muy grande que pueda ser, sélo contiene informacién de los pacientes
realmente tratados, no de todos los hipotéticos pacientes que pudieran atenderse
alguna vez (que constituirian la poblacién completa).

El objetivo de este trabajo es dar una panoramica de las diversas técnicas
existentes para el aprendizaje automdtico de modelos graficos a partir de datos.
Como es ya sabido, los modelos graficos son herramientas de representacién del
conocimiento capaces de representar relaciones de dependencia/independencia asi
como incertidumbre en nuestro conocimiento, y constan de un componente cuali-
tativo y otro cuantitativo. El componente cualitativo es un grafo (dirigido o no, o
incluso un hipergrafo) que representa relaciones de dependencia e independencia:
la ausencia de algin enlace significa la existencia de ciertas relaciones de indepen-
dencia entre variables, y la presencia de enlaces puede representar la existencia de
relaciones de dependencia directa. El componente cuantitativo es una coleccion
de parametros numéricos, que dan idea de la fuerza de las dependencias y miden
nuestra incertidumbre.

Concretamente, nos vamos a referir casi exclusivamente a un tipo especifico
de modelos grificos: las redes de creencia. El modelo cualitativo es en este caso
un grafo dirigido y aciclico (si se pretende dar una interpretacion causal a las
direcciones de los arcos del grafo, se suele utilizar el nombre de redes causales);
el modelo cuantitativo es una coleccién de distribuciones condicionadas de un
nodo dados sus padres en el grafo, siendo lo mas frecuente emplear distribuciones
de probabilidad (si se desea enfatizar este hecho entonces es habitual emplear el
término redes bayesianas).

El interés en los métodos de aprendizaje de redes de creencia (y de modelos
graficos en general) es el resultado de la unién entre las técnicas de aprendizaje au-
tomatico desarrolladas dentro de la Inteligencia Artificial (originalmente centradas
en el aprendizaje de sistemas basados en reglas), los métodos estadisticos cldsicos
de anilisis de datos, y la cada vez mayor apreciacién de las redes de creencia como
un formalismo de representacion del conocimiento con incertidumbre coherente y
potente.

El trabajo se articula en las siguientes secciones: la scccién 2 plantea de forma
muy breve las dos tareas basicas a realizar para el aprendizaje de redes de creen-
cia. La seccién 3 estudia el problema del aprendizaje de los parimetros numéricos
de la red, mientras que la seccién 4 considera el problema del aprendizaje de la
estructura de la red. En los diferentes apartados dentro de esta seccion se consi-
deran las distintas metodologias generales existentes para abordar este problema,
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y se estudia un algoritmo representativo de cada una de ellas. Las referencias
bibliogréficas son abundantes (aunque en ningiin modo son exhaustivas), y ates-
tiguan el creciente interés y popularidad que el aprendizaje de modelos gréficos
suscita. También se pretende que sirvan de guia para los lectores interesados en
el tema.

2 Generalidades sobre Aprendizaje de Redes de Creencia

Puesto que las redes de creencia constan de dos componentes diferentes (pero
estrechamente relacionados), el modelo grifico y el modelo numérico, los algorit-
mos de aprendizaje automdtico de redes de creencia necesariamente tienen que
realizar dos tareas bien diferenciadas, aunque altamente dependientes entre si:

— El aprendizaje de la estructura gréfica (un grafo dirigido y aciclico).

— El aprendizaje de los pardmetros numéricos (las distribuciones de probabilidad
de cada nodo del grafo condicionadas a los posibles valores de sus nodos
padres).

Estas dos tareas no se pueden realizar de forma completamente independien-
te. Por un lado, para poder aprender o estimar las distribuciones de probabilidad
condicionadas que contendra la red, es preciso primero conocer cuél es la estruc-
tura grafica: sélamente cuando conozcamos, por ejemplo, que el grafo contiene los
arcos X =& Z e Y — Z, es cuando sabemos que tenemos que calcular los valores
P(Z = z|X = z,Y =y) de las distribuciones de probabilidad de Z dados X e Y.
Por otro lado, para poder determinar si el grafo que intentamos encontrar contie-
ne o no determinados arcos, tendremos que realizar algin test de independencia
condicional entre los nodos extremos de esos arcos, o calcular de algiin modo la
intensidad de la relacién entre tales nodos (esto dependera en gran medida del ti-
po de algoritmo de aprendizaje de la estructura que se emplee, como veremos mas
adelante), pero en cualquier caso tendremos que estimar ciertas distribuciones de
probabilidad a partir de los datos disponibles.

En este trabajo nos vamos a centrar fundamentalmente en los métodos de
aprendizaje de la estructura de la red de creencia, pero comentaremos en la si-
guiente seccion algunas ideas respecto al aprendizaje de los parametros. Excelentes
trabajos introductorios al tema del aprendizaje de redes se pueden encontrar en
[14,41,47].

3 Aprendizaje de los Pardmetros de una Red de Creencia

El problema que se plantea aqui es, dado un grafo dirigido y aciclico G, que
representa la estructura de una red de creencia, y una base de datos que conticne
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datos de las variables asociadas a los nodos de la red !, determinar los parametros
numéricos de la red de creencia a partir de la base de datos. Mas concretamente,
la topologia del grafo determina, para cada nodo X, el conjunto de padres de
dicho nodo, IT;(.X;); entonces la distribucién de probabilidad conjunta de todos
los nodos se factoriza de la siguiente forma:

n
P(zy,z3,...,2,) = HP(zilr(;(zi))

=1

donde z; representa un valor de la variable X; y 7 (z;) representa una asignacion
de valores a cada una de las variables del conjunto II;(X;). Entonces el problema
consiste en estimar los valores de las distribuciones de probabilidad condicionadas
P(z;|mg(z;)) a partir de los datos disponibles.

Para ilustrar las ideas que se expondrdn en este apartado, supongamos por
ejemplo que disponemos de la base de datos, mostrada en la tabla 1, que contiene
6 casos para un problema con 4 variables binarias.

Caso|X; X2 X3 X4
1 1 0 0 1
2 01 0 1
3 01 1 0
4 01 0 O
5 1 0 0 1
6 1 1 0 1

Tabla 1. Una sencilla base de datos para cuatro variables binarias.

Supongamos también que el grafo que queremos completar, estimando las
distribuciones de probabilidad apropiadas, es el mostrado en la figura 1.

La forma mds simple, y muy habitual de estimar las distribuciones de pro-
babilidad es mediante el calculo de las frecuencias relativas de ocurrencia de los
correspondientes sucesos. Asi, si por ejemplo queremos calcular la probabilidad
P(X, = 0]|X; = 1), las frecuencias relativas son:

P(X;=0,X,=1) 2
P(X, =1) 3

P(‘X’g = 0|X1 = 1) =

' A partir de ahora hablaremos indistintamente de las variables del problema y de los
nodos de la red.
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Figura 1. Grafo con cuatro nodos.

En el caso general, si n(ng(z;)) y n(z;,7g(z;)) representan respectivamente el
nimero de casos de la base de datos en que las variables de II;(X;) toman los
valores mg(z;) y en que las variables X; y II¢(X;) toman simultineamente los
valores z; y mg(z;), entonces el valor estimado de probabilidad es

n(zi, TG (2:))

P(zi|rg(z:)) = n(ng(z:))

En términos mas formales, este método se corresponde con utilizar un estimador
de méaxima verosimilitud [14].

Los métodos de méaxima verosimilitud presentan dos problemas: datos disper-
sos y sobreajuste. El primero se debe a que el estimador puede no estar definido
si el nimero de datos de cierto tipo es cero. Por ejemplo, si queremos estimar la
probabilidad P(X4 = 0|X; = 1, X3 = 1), al no existir en la base de datos casos
en los que X; =1 y simultdneamente X3 = 1, el estimador de maxima verosimi-
litud no estd bien definido. En un grafo con un nodo que tenga k padres (todos
binarios), necesitariamos un minimo de 2* casos para que el estimador tuviera
alguna posibilidad de estar definido. Por otro lado, el problema del sobreajuste es
el siguiente: si por ejemplo calculamos el estimador de mdxima verosimilitud de la
probabilidad P(X, = 1|X, = 0), obtenemos un valor de 1.0, puesto que en la base
de datos todos los casos en que X es 0 (que son tres) tienen un valor 1 para la va-
riable X5. Este estimador estd basado en tan sélo tres casos. Podria ser razonable
pensar que el ‘verdadero’ valor de esa probabilidad fuese por ejemplo 0.9 en lugar
de 1.0, pero por el azar no hemos observado casos en que X; =0y X; = 0. El
estimador de maxima verosimilitud tiende a sobreajustarse a los datos. Cuando
el tamafo muestral es bastante grande, este estimador tiende al valor verdadero;
sin embargo para muestras pequefias la diferencia puede ser considerable. Esto
se debe a que el estimador de mdxima verosimilitud se ajusta demasiado a los
datos disponibles (tiene poca capacidad de generalizacién; es como si para ajus-
tar, mediante regresion, un polinomio de 10 pares de puntos en el plano usisemos
un polinomio de grado 9: el ajuste serd perfecto, pero posiblemente fuese mucho
mads razonable emplear un polinomio de grado 2 o 3, y suponer que los pequeios
errores de ajuste se deben a ruido de datos).

Existen otros métodos de estimacién o aprendizaje de probabilidades que in-
tentan paliar esos problemas. Uno de ellos estd basado en lo que se llama la ley
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de la sucesion de Laplace [38]: esta ley dice que si en una muestra de N casos
encontramos k casos que verifican una determinada propiedad @ (por ejemplo
que el valor de la variable X; es igual a z;), entonces la probabilidad de que el
siguiente caso que observemos exhiba la misma propiedad es (k + 1)/(N + |Q|),
donde |Q)| representa el mimero de alternativas posibles que se consideran para la
propiedad @ (por ejemplo el mimero de distintos valores posibles que la variable
X; puede tomar).

En nuestro caso, para estimar la probabilidad P(z;|m¢(z:)) con este método,
obtendriamos el valor

n(zi, e (x) +1

P(zi|ng(z:)) = n(nc(z:)) + | Xl

donde |X;| es el nimero de distintos valores posibles que la variable .X; puede
tomar. Obsérvese que si la muestra es muy grande, las diferencias con respecto al
estimador de maxima verosimilitud serdn muy pequenas, y cuando la muestra sea
pequeiia, la distribucién tiende a parecerse a una distribucion uniforme (en el caso
extremo en que n(wg(z;)) sea cero, el resultado es exactamente la distribucién
uniforme). En nuestro ejemplo, la estimacion resultante de aplicar este método a
las distribuciones antes empleadas es:

241
P(X:=0]X, =1) = =7~ = 0.60

(. =0y, =)= 21
P(X4=0|X1=1,.\’3=1)=g:—;=0.5

341
P(Xa=1X;=0)= 22 —08

(5, = 1%, =0 = 2+

Este método de estimacién es realmente un método bayesiano (se parte de
cierta informacién a priori, y se actualiza dicha informacién a la luz de nuevos
datos empleando la férmula de Bayes), en el que la distribucién a priori es uni-
forme. Se puede considerar como un caso particular de un método bayesiano de
estimacién mas general, basado en distribuciones de Dirichlet [41,42] (que son
generalizaciones de las distribuciones beta, que a su vez incluyen a la distribucién
uniforme como caso particular).

Sin entrar en detalles técnicos, vamos a exponer muy brevemente el resultado
de este método bayesiano mas general, que también se denomina a veces de m-
estimacidn [20,21]. Suponiendo que nuestras distribuciones a priori son Dirichlet,
el m-estimador para el valor de probabilidad P(z;|rg(z;)) es:

n(xi, mG (i) + s 24

P(zi|ng(z;)) = n(rg(x;)) + s
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donde s es un parametro, que se suele interpretar en términos de tamano muestral
equivalente (es como si la distribucién a priori se hubiese estimado a partir de
una muestra de tamaiio s), y NV es el mimero total de datos. Una formulacién
equivalente, pero quizds algo mds intuitiva, es la siguiente [31,32]:

N

n(z;, 7 (zi))

P(zi|rg(z:)) = n(rg(z;))

+(1-a)
donde a = n?,r;‘(’zi‘)‘) “~. En otras palabras, el estimador es el resultado de realizar
una combinacién convexa entre la probabilidad condicional de X; dados sus padres
y la distribucién marginal de X;, ambas obtenidas por mdxima verosimilitud
(frecuencias relativas). Continuando con nuestro ejemplo, los resultados de aplicar
este método de m-estimacion a las distribuciones anteriores son (suponiendo que
s =195):

P(X; =0|X; =1) =0.458
P(X;=0|X; =1,X3=1)=0.333
P(Xz = 1|X1 = 0) =0.792

En la discusién anterior hemos supuesto que conociamos los valores de todas
las variables en todos los casos de la base de datos. Es frecuente que esto no
ocurra: se habla de variables perdidas cuando para algunos casos de la base de
datos desconocemos el valor de alguna o algunas variables (no se registré su valor
por alguna razén). También puede ocurrir que algunas variables no puedan ser
observadas nunca, y en este caso hablamos de variables latentes. Existen métodos
para tratar estas situaciones, algunos exactos [26,42,69] pero altamente costosos,
y otros aproximados, entre los que hay métodos deterministicos y estocasticos
(Monte-Carlo) [13,28,29,39,46,52,56,69].

También podemos distinguir entre la construccién de un modelo inicial y la
revisién de los pardmetros en un modelo ya existente. Al primer caso se le sue-
le llamar entrenamiento: disponemos de todos los datos desde el principio, y los
empleamos para estimar las probabilides necesarias. El segundo caso se denomina
adaptacidn [60]: sobre un grafo ya existente y unas distribuciones de probabilidad
asociadas (extraidas de datos previos o de opiniones de expertos), se desea usar
los nuevos datos que puedan ir apareciendo para revisar las probabilidades. Diver-
sas técnicas para tratar este problema de la adaptacién, principalmente basadas
también en el uso de distribuciones de Dirichlet, pueden encontrarse en [69-71].

4 Aprendizaje de la Estructura de una Red de Creencia

En esta seccién analizaremos las técnicas existentes para el aprendizaje de
la estructura de una red de creencia. Aunque este es un problema relativamente
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nuevo (en el sentido de que ha comenzado a ser estudiado hace pocos anos: la
inmensa mayoria de los trabajos de investigacion al respecto se han publicado en
esta década), hay ya una gran cantidad de algoritmos para resolverlo. No obstante,
casi todos esos algoritmos estan esencialmente basados en dos tinicos enfoques (con
multiples variaciones), que pueden aplicarse al aprendizaje de distintos tipos de
grafos. En todo caso, la idea comiin a todos ellos es efectuar una bisqueda (que
en la mayoria de los casos es explicita, pero en algunos casos es implicita) en un
espacio de posibles soluciones (el formado por todos los grafos del tipo deseado), y
tratan de encontrar una solucién éptima o aproximadamente 6ptima desde algin
punto de vista.

Antes de explicar los dos enfoques bdsicos, comentaremos brevemente algunos
tipos especificos de grafos que, por diversas razones, resultan interesantes. En
general, a mayor complejidad del tipo de estructura que se desea utilizar, mayor
es también la complejidad de los algoritmos de aprendizaje.

En primer lugar, y aunque no dan lugar a redes de creencia (pero guardan una
estrecha relacidn con éstas), existen algoritmos para aprender grafos no dirigidos o
redes Markovianas [8,13,17,81,83,84], particularmente los llamados grafos cordales
(que son grafos en los que todo ciclo de longitud cuatro o mds tiene una cuerda, es
decir, una arista uniendo dos nodos no adyacentes en el ciclo). Los grafos cordales
son importantes por diversas razones: constituyen la clase de modelos que puede
representarse tanto mediante grafos dirigidos como no dirigidos [15,61]; también
poseen propiedades muy titiles relativas a factorizacién y estimacién de parametros
[82]. La figura 2 representa dos grafos no dirigidos, uno cordal y el otro no.

B

Figura 2. Grafo no dirigido (izqda.) y Grafo no dirigido cordal (dcha.)

Dentro ya de las redes de creencia, los tipos de grafos mas sencillos son las
redes simplemente conectadas: polidrboles (que incluyen a los drboles como caso
particular). Los polidrboles son grafos en los que no existe mas de un camino
(no dirigido) que conecte cualesquiera dos nodos; en otras palabras, grafos que no
tienen ningun ciclo no dirigido. La figura 3 representa un polidarbol (que fue apren-
dido por el algoritmo PA [16] a partir de la base de datos Alarm [9]). Sélamente
para poliarboles son validos los procedimientos de propagaciéon puramente locales
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[61]. De hecho, varios métodos de propagacién para redes generales (condiciona-
miento y agrupamiento de variables) estan basados en la idea de transformar el
grafo y convertirlo en simplemente conectado [53,61]. Ademas, su estructura sen-
cilla permite el aprendizaje de polidrboles de una forma mucho maés eficiente que
en el caso general. El precio que hay que pagar por estas ventajas es una pérdida
de capacidad expresiva, puesto que el tipo de relaciones de independencia que
pueden representarse es mucho mas restringido en el caso de poliarboles que en el
caso de redes generales (miltiplemente conectadas) [16]. Asi pues, el aprendizaje
de redes simplemente conectadas han sido objeto de mucho interés, desde distin-
tos puntos de vista: causalidad [16,36,45,64), clasificacién [31,34], compresién de
datos [25], modelos aproximados [1-3,16,66).

Figura 3. Poliarbol con 37 nodos.

Otro tipo especial de redes de creencia, mas general que los polidrboles, a los
que incluyen, son los grafos simples. Son grafos dirigidos aciclicos donde cada par
de nodos con un hijo comin no tienen antecesores comunes ni uno es antecesor del
otro. Esto significa que en un grafo simple sélo estan permitidos un tipo especial
de ciclos no dirigidos: los que contienen al menos dos nodos cabeza-cabeza (ver
figura 4). Los grafos simples permiten representar un conjunto mas amplio de
relaciones de independencia que los polidrboles, admiten métodos de inferencia
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(propagacion) maés eficientes [40] y pueden también ser aprendidos de forma mds
eficiente que las redes de tipo general [18,37].

O._
do 50

Figura 4. Grafo simple.

Comentaremos ahora los dos enfoques bdsicos comunmente utilizados para
disenar algoritmos de aprendizaje de redes de creencia:

— Métodos basados en funciones de evaluacién y técnicas de buisqueda heuristica.
— Métodos basados en deteccién de independencias.

En el primer tipo de métodos la idea es encontrar un grafo que, teniendo el
menor nimero de arcos posible, represente ‘adecuadamente’ los datos. El grado
de adecuacidn del grafo a los datos, es decir, la ‘calidad’ de cada red candidata, se
cuantifica mediante algin tipo de medida (la funcién de evaluacion, ajuste, pun-
tuacién o métrica). Esta medida es utilizada por algiin procedimiento de biisqueda
(implicito o explicito), habitualmente heuristica (debido al tamano mas que ex-
ponencial del espacio de biisqueda), que vaya explorando el espacio de posibles
soluciones, tratando de seleccionar la mejor, desde el punto de vista de la métrica
empleada. Cada algoritmo de esta clase se caracteriza por el tipo de métrica y de
biisqueda especificas que utiliza.

Por otra parte, el objetivo inmediato de los métodos basados en tests de in-
dependencia condicional no es encontrar una red que cuantitativamente se ajuste
muy bien a los datos disponibles (segiin alguna métrica), sino que intentan realizar
un estudio cualitativo de las relaciones de independencia existentes en el dominio
(obviamente a través de los datos), y entonces tratan de encontrar una red que
represente esas relaciones de independencia. Asi, los datos de entrada bdsicos que
emplean estos métodos son las relaciones de independencia condicional entre con-
juntos de variables del modelo, y la salida es un grafo que representa la mayor
parte de esas relaciones (o todas, si es posible). Después se estiman las diferentes
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distribuciones condicionales de probabilidad para cada variable a partir de la base
de datos o de un experto.

También existen enfoques hibridos, que utilizan de forma conjunta una técnica
de biusqueda orientada por una métrica y la deteccién de independencias.

En los siguientes apartados comentaremos con mas detalle las caracteristicas
generales de estos métodos, los algoritmos a que dan lugar y, a titulo de ejemplo,
describiremos un algoritmo representativo de cada metodologia.

4.1 Aprendizaje de la Estructura mediante la Deteccién de
Independencias

Como ya hemos comentado, estos métodos tratan de determinar la estructura
del grafo comprobando si son ciertas o no algunas relaciones de independencia
condicional entre variables. Los algoritmos de este tipo pueden tener como infor-
macién de entrada:

— Una lista de relaciones de independencia condicional que se conoce que son
ciertas (ver figura 5),

— Una distribucion de probabilidad P sobre la que se comprueban las relaciones
de independencia (figura 6),

— Una base de datos sobre la que se estima directamente la veracidad o no de
las relaciones de independencia mediante tests estadisticos de independencia
condicional (figura 7).

I(X2, X31X,)
I(X1, X4|{X2, X3})
I(X2, X5]|Xy)
I(X3, X5|X4)
I(X1, Xs|{X2, X3,X4})

Figura 5. Lista de relaciones de independencia condicional.

Desde un punto de vista formal, no hay diferencias en cuanto al tipo de infor-
macion de entrada, pero existen diferencias muy importantes de tipo préctico, en
cuanto:

— Al costo de efectuar los tests (complejidad): detectar independencias condi-
cionales de orden elevado es computacionalmente costoso (el orden de un test
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X1 X2\ X3 Xq| X5 P(l‘l,l’2,133»34»15)
0|0(0]|0]0]0.12
0|]0(0]0]1]10.05
0(0j0]1]0(00
o(0|0]1]1(003
1(1(1]1]1/02

Figura 6. Distribucién de probabilidad conjunta.

.\’1 .\’2 .\’3 ‘\’4 <\’5

0
1
1
0
1
1

S O O
—_0 O - -=O

Figura 7. Base de datos.

hace referencia al nimero de variables que intervienen en el conjunto al que
se condiciona).

— A la fiabilidad del resultado de los tests (robustez): la deteccién fiable de
independencias de orden elevado requiere gran niimero de datos.

Muchos de estos métodos requieren ademas informacién adicional: una orde-
nacidn total (o a veces parcial) de las variables, condiciones de isomorfia, etcétera.
Existen también diferencias entre estos algoritmos en cuanto a:

— El tipo de grafo que recuperan.

— Su eficiencia:
e numero de independencias que hay que chequear,
¢ el orden de estas independencias.

— Su garantia de solucion.

— Su robustez frente a errores de muestreo.

Existen muy diversos algoritmos de aprendizaje basados en deteccién de inde-
pendencias. Algunos recuperan drboles [16,36], polidrboles [16,45], y otros grafos
simples [18,37]. De entre los algoritmos que recuperan grafos dirigidos aciclicos
sin restricciones, destacamos los desarrollados por Spirtes y colaboradores [72-74]
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(uno de los cuales, el algoritmo PC, nos servird para ejemplificar estos métodos),
y los propuestos por Pearl y sus colaboradores [62,77-79]. Existen por supuesto
otros trabajos muy interesantes al respecto {12,19,22,57,75,81].

Un Método de Aprendizaje de la Estructura mediante la Deteccién
de Independencias: El Algoritmo PC El algoritmo que vamos a describir
[73,74] es uno de los mas conocidos y utilizados de los que emplean el método de
deteccién de independencias. El algoritmo PC presupone que el modelo que se
pretende recuperar es isomorfo a un grafo dirigido aciclico (esto quiere decir que
todas las relaciones de independencia condicional del modelo se corresponden con
relaciones de independencia grafica o d-separacién [61] en el grafo correspondiente
y viceversa). Bajo esta condicién el algoritmo garantiza encontrar el verdadero
grafo subyacente (siempre y cuando no s: cometan errores al realizar los tests
de independencia condicional requeridos). Los resultados bdsicos que justifican el
algoritmo son los siguientes:

(i) En un grafo dirigido aciclico G, X—Y ¢ G si y solo si 3S C Adyg(X,Y)
(vértices adyacentes a X o a Y) tal que X e Y estan d-separados por S.

(ii) En un grafo dirigido aciclico G, si X—Y, Y—Z € G, pero X—Z ¢ G,
entonces o bien Y estd en cualquier subconjunto de variables que d-separa X y
Z, o no esta en ningun subconjunto de variables que d-separa X y Z.

(iii) En un grafo dirigido aciclico G, si X—Y,Y—Z € G, pero X—Z ¢ G,
entonces X - Y « Z € G si y solo si Y no estd en ningiin subconjunto de
variables que d-separa X y Z

Como la mayoria de los algoritmos de este tipo, PC comienza formando el
grafo completo no dirigido. Entonces va reduciéndolo: primero eliminando las
aristas que unen nodos que verifican una independencia condicional de orden
cero, despues las que unen nodos que satisfacen una independencia condicional
de orden uno, y asi sucesivamente. El conjunto de nodos candidatos a formar
parte del conjunto separador (el conjunto al que se condiciona) es el de los nodos
(todavia) adyacentes a alguno de los nodos que se pretenden separar (nétese que
este conjunto de nodos adyacentes estd continuamente cambiando conforme el
algoritmo progresa). Como todos los algoritmos que recuperan grafos generales,
en el peor caso la complejidad de PC es exponencial, aunque es razonablemente
eficiente para aprender grafos poco densos. El algoritmo PC se detalla en la figura
8.
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1. Formar el grafo completo no dirigido G.
2. n=0
3. repetir
repetir
(a) Seleccionar un par de vértices X, Y adyacentes en G tales que |Adyc(X,Y)| > n,
y seleccionar un subconjunto S(X,Y) C Adyc(X,Y) de cardinal igual a n.
(b) Si I(X,Y]|S(X,Y)), eliminar X—Y de G, y guardar S(X,Y).
hasta que todos los pares X, Y hayan sido comprobados.
n=n+1.
hasta que para cada par de vértices adyacentes X, Y, |Adyc(X,Y)| < n.
4. Sea G el grafo resultante de los pasos anteriores. Para cada terna X, Y, Z tal que X—
Y—Z € G, pero X—Z ¢ G, orientar como X = Y « Zsiysolosi Y ¢ S(X, Z).

Figura 8. El algoritmo PC.

4.2 Aprendizaje de la Estructura usando Métricas y Técnicas de
Buisqueda

Los métodos de este tipo usan técnicas de bisqueda para ir obteniendo modelos
(redes candidatas), que son entonces evaluados mediante una métrica. Todos los
algoritmos emplean algin tipo de bisqueda heuristica, la mayoria bisquedas de
tipo ‘dvido’ (greedy), debido al tamaio super-exponencial del espacio de bisqueda.
En cambio, el tipo de métrica que emplean es muy variado, aunque basado en unos
pocos principios diferentes: entropia, ideas bayesianas y descripcién de longitud
minima, principalmente.

Entropia Los métodos basados en entropia tratan de encontrar la red cuya en-
tropia cruzada con los datos sea minima. La entropia se puede considerar como
una forma de medir el grado de dependencia entre variables, y en ese sentido estos
métodos lo que hacen es buscar configuraciones que favorezcan la presencia de co-
nexiones entre variables que manifiesten un alto grado de dependencia. De alguna
manera, se reemplaza la dicotomia de dependencia/independencia de los métodos
basados en deteccién de independencias por una idea gradual de dependencia (en
la que la independencia no es mds que dependencia a grado minimo (cero) y la
maxima dependencia corresponde a dependencia funcional: conocido el valor de
una variable, se puede conocer con certeza el valor de la otra).
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Entre estos métodos, los hay que aprenden estructuras sencillas, como drboles
(16,25,34,66] y poliarboles [1-3,16,59,64]. En esos casos, debido a las caracteristicas
peculiares de estas estructuras, es posible reemplazar el proceso de optimiza-
ciéon mediante una biisqueda explicita por un proceso analitico (una bisqueda
implicita), lo que da lugar a algoritmos mucho mas eficientes. Para el caso de
redes cualesquiera también existen algoritmos de este tipo [44].

Descripcién de Longitud Minima Este principio [65] establece que la mejor
representacion de un conjunto de datos es aquélla que minimiza la suma de las
longitudes de codificacién del modelo y de los datos dado el modelo. Normalmente,
elegir un modelo muy complejo conllevara una longitud de codificacién del mismo
elevada (es como si para representar 101 puntos (z;,y;) de un plano, y utilizando
como tipo de modelo un polinomio p(z), se emplease un polinomio de grado 100).
Por otro lado, un modelo complejo también resultara exacto o muy aproximado,
con lo que la codificacién de los datos dado el modelo posiblemente sera sencilla
(en el ejemplo anterior, para codificar los datos, los puntos del plano, dado que
el modelo es un polinomio de grado 100, s6lo se necesitan las abscisas z; de los
puntos; en cambio, empleando un modelo mds sencillo, por ejemplo un polinomio
de grado 4, la longitud de codificacién del modelo es menor, pero la longitud de
codificacién de los datos dado el modelo aumenta: ahora se necesitan las abscisas
z; de los puntos y ademads las diferencias (errores) entre las verdaderas ordena-
das y;, y las ordenadas predichas por el modelo p(z;)). Asi pues, el principio de
descripcién de longitud minima pretende encontrar un modelo que represente un
compromiso entre la exactitud del resultado obtenido y la simplicidad del mismo.

En nuestro caso, los modelos complejos son redes densamente conectadas,
que son muy precisas (en el caso extremo, el grafo completo da lugar a una
precisién absoluta) pero presentan dificultades computacionales y de comprensién.
Por tanto se pretende encontrar redes que tal vez sean algo menos precisas pero
con la ventaja de ser mds simples. Existen diversos algoritmos de aprendizaje de
redes que emplean el principio de descripcién de longitud minima como base para
definir la métrica [10,30,49,76,80]. Para codificar el mnodelo, se necesita codificar la
estructura grafica (por ejemplo la lista de padres de cada nodo) y las distribuciones
de probabilidad. Ambas codificaciones aumentan conforme el grafo es mas denso.
Para codificar los datos dado el modelo, se emplea una codificacion cuya longitud
disminuye conforme aumenta la precisién. Por ejemplo, en [49] sc emplea una
codificacién basada en cédigos de Huffman (a los datos mas frecuentes se le asignan
c6digos mas cortos).

Métodos Bayesianos En general, los algoritmos mads habituales de este tipo
buscan la estructura que maximiza la probabilidad de obtener una red condicio-
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nada a la base de datos de que se dispone, empleando para cllo la férmula de
Bayes. En otras palabras, el tipo de métrica que emplean esta basado en la pro-
babilidad de la red condicionada a la base de datos P(Red|Datos). Empleando la
formula de Bayes, tenemos que

P(Datos|Red) P(Red)
P(Datos)

P(Red|Datos) =

y como los datos son siempre los mismos para cualquier red, el denominador en la
expresion anterior es constante y puede obviarse. El término P(Red) representa la
distribucion a priori de cada red candidata (en muchos casos se supone uniforme y
por tanto puede obviarse también), y el término P(Datos|Red), lamado evidencia,
es la verosimilitud muestral promedio, que puede calcularse bajo ciertas suposicio-
nes (diferentes suposiciones dan lugar a diferentes métricas). Existe una gran can-
tidad de trabajos sobre este tipo de técnicas [13,24,23,26,27,31,32,35,42,43,55,63],
asi como estudios comparativos [7,11,23,28,54].

Un Método de Aprendizaje de la Estructura usando una Métrica Ba-
yesiana: El Algoritmo K2 El algoritmo que vamos a describir, llamado K2
[26], es tal vez el mds conocido entre los algoritmos de aprendizaje de redes ba-
sados en ideas Bayesianas, y ha sido fuente de inspiracién para muchos trabajos
posteriores.

Supuestas ciertas una serie de condiciones (independencia de los casos de la
base de datos, inexistencia de casos en la base de datos con datos perdidos, uni-
formidad de las distribuciones de probabilidad de los pardametros de una red, dada
ésta) es posible derivar una férmula que establece cual es la distribucion de proba-
bilidad conjunta de una estructura G y una base de datos BD. Esta férmula se usa
como métrica en un algoritmo de bisqueda local. Dicha métrica es la siguiente:

nooq

PG,BD) =P [T I (N,(;;--;;l— iy ] H Niji!

=1 j=1
donde

— r; =nimero de casos de la variable .X;

— zi = k-ésimo valor de .X;

— ¢; =ntimero de casos de IT¢;(X;)

— wjj = j-ésimo valor de IT(.X;)

— Nijr =nimero de casos en la base de datos tales que X; = z;. y I (X;) = w;j
- Nij = ¥ioy Nijk

-
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Para hacer tratable el espacio de biisqueda se exige también una ordenacién de las
variables y la uniformidad de la distribucién a priori sobre las distintas estructuras
(por lo que el término P(G) desaparece).

Puesto que, debido al orden introducido, se puede maximizar la métrica ante-
rior trabajando separadamente con cada nodo X; y su conjunto de padres II¢(X;),
el algoritmo va recorriendo las variables segiin el orden preestablecido, y para cada
una de ellas, partiendo de un conjunto de padres inicialmente vacio, va paso a paso
incluyendo aquellos padres que mas incrementan la probabilidad de la estructura
resultante, que se mide mediante la funcién:

1) Ti
g(XhHG(/\ ) H (Nu + T:l)— 1 ! H Nuk

El algoritmo también emplea un valor u que representa el maximo nimero de
padres que se le permite tener a cada nodo. V; denota el conjunto de nodos
anteriores a X; en el orden fijado. El algoritmo K2 se detalla en la figura 9.

fori=1tondo

1. Ieg(X:)=0

2. Pyg= 9(Xi, Ig(Xi))

3. Ok = True

4. while Ok and |¢(Xi)| < v do

(a) Sea Z el nodo de V; \ IIg(X;) que maximiza g(X;, Ig(Xi)U{Z})
(b) Pnew = g(Xi, Ta(Xi)U{Z})
(c) if Pnew > Pglg
then
i. Po]d = Pnew
. Ie(X;) = Ha(X;)U{Z}
else Ok = False
5. return(IT¢(X;))

Figura 9. El algoritmo K2.

Como se puede observar en la figura 9, la estrategia de biisqueda empleada es
totalmente local: va eligiendo de entre los nodos anteriores a X; en el orden, aquél
que al ser incluido en el conjunto de padres mas aumenta el valor de la métrica,
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y este proceso se repite hasta que no se produce ninguna mejora, en cuyo caso se
devuelve el conjunto de padres actual. Otros algoritmos de aprendizaje emplean
la misma métrica de K2, pero cambian la técnica de biisqueda, utilizando por
ejemplo algoritmos genéticos [50,51].

4.3 Aprendizaje de la Estructura usando Métodos Hibridos

También se han desarrollado algoritmos de aprendizaje de redes de creen-
cia que utilizan una metodologia hibrida, en el sentido que usan una técnica de
bisqueda guiada por una meétrica pero también hacen uso de tests de indepen-
dencia condicional de una u otra forma [5,6,67,68].

Asi, por ejemplo, algunos algoritmos [67,68] emplean como métrica la misma
utilizada por el algoritmo K2, y para eliminar la restriccién de disponer de una
ordenacién inicial de las variables que K2 requiere? utilizan la técnica del algoritmo
PC: chequean independencias condicionales de un orden dado (empezando con
orden cero), eliminan las aristas correspondientes y obtienen un grafo, que da
lugar a un orden parcial entre las variables; se transforma el orden parcial en una
ordenacién completa, y se aplica el algoritmo K2. Este proceso se itera, pasando
a chequear independencias condicionales de un orden mayor, hasta que no se
producen mejoras.

Otros algoritmos [5,6] emplean un método de hibridacién diferente, como es
el caso del que vamos a describir en el siguiente apartado.

Un Método Hibrido de Aprendizaje de la Estructura: El Algoritmo
BENEDICT BeNEDICT [5,6], acrénimo compuesto por las palabras BElief NEt-
works DIscovery using Cut-set Techniques, es una metodologia hibrida para el .
aprendizaje de redes de creencia: utiliza una métrica especifica y un método de
biisqueda, pero también emplea explicitamente las relaciones de independencia
condicional representadas en la red para definir la métrica, y utiliza tests de in-
dependencia para limitar el proceso de busqueda.

La idea bdsica de los algoritmos de este tipo es cuantificar la discrepancia entre
cualquier red candidata y la base de datos, midiendo para ello las discrepancias
entre las independencias condicionales representadas en la red (a través del con-
cepto de d-separacion, separacion direccional o independencia gréfica [61]) con las
correspondientes independencias condicionales que puedan deducirse de la base
de datos. La agregacion de todas estas discrepancias serd la métrica que utilicen

2 Una técnica genérica para estimar una ordenacién completa de las variables, que puede
ser utilizada por cualquier algoritmo, basada en chequear independencias de orden cero
y uno, y en el empleo de algoritmos genéticos, se describe en [19].
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los algoritmos. En cuanto al proceso de busqueda, BENEDICT emplea una técnica
greedy: inicialmente se parte de un grafo completamente inconexo, y en cada ite-
racién se prueba a insertar cada uno de los arcos posibles, eligiendo aquél que
produce una mayor disminucién de la discrepancia, e incluyéndolo en el grafo de
forma permanente. Se continua con este proceso hasta que finalmente se satisface
una condicién de parada.

La version de BENEDICT que comentaremos aqui determina la estructura de la
red bajo la suposicién de que se dispone de una ordenacién total de las variables
(como sucede con otros algoritmos de aprendizaje [26,44,78]).

Puesto que la idea basica del algoritmo es medir las discrepancias entre las
independencias condicionales representadas en cualquier red candidata y aquéllas
que reflejan los datos, lo primero que hay que plantear es qué independencias
representa una red. Esta cuestion tiene, en principio, una respuesta muy clara:
todas las relaciones de independencia que pueden deducirse del grafo mediante el
criterio de d-separacién. Sin embargo, el nimero de asertos de d-separacion repre-
sentados en un grafo puede ser muy alto (crece exponencialmente con el tamaiio
del mismo), y por razones de eficiencia y fiabilidad interesa excluir gran parte de
ellos y utilizar sélo un subconjunto ‘representativo’ de todas las d-separaciones
presentes. Una opcién muy razonable se basa en utilizar el hecho de que en un
grafo dirigido aciclico G, cualquier nodo X; que no sea un descendiente de X; esta
d-separado de X; mediante el conjunto de padres de X; en el grafo. Por tanto, se
puede emplear como conjunto de independencias el formado por las sentencias de
la forma I(X;, X;|IIg(X;)), para cada par de variables no adyacentes X; y Xj;
se supone que X; < X; en el orden dado.

Sin embargo también importa el mimero de variables implicadas en esas inde-
pendencias: cada uno de los asertos de independencia extraidos del grafo ha de ser
contrastado con los datos mediante una medida de discrepancia, Dep. Asi pues,
interesa reducir lo mas posible el tamafo de los conjuntos d-separadores: dados
dos nodos X; y Xj, tal que X; < Xj, en lugar de utilizar el conjunto ITg(X;),
BENEDICT usa un conjunto de tamaiio minimo que consiga d-separar X; de Xj.
Encontrar este conjunto supondra un esfuerzo adicional, pero se vera compensado
con un decrecimiento en la computacién de la medida de discrepancia; también
se obtendran unos resultados mas fiables, ya que se necesitan menos datos para
estimar fiablemente una medida de orden menor.

Por tanto, dada una red candidata G, las relaciones de independencia cuya dis-
crepancia con los datos se va a calcular son: I(X;, X;|S¢(Xi, X;)), para cualquier
par de nodos no adyacentes X;, X; en G, tal que X; < Xj, donde Sg(X;, X;) es
el minimo conjunto d-separador de X; y X;. El método empleado para encontrar
los conjuntos S¢(X;, X;) estd basado en una modificacién del conocido algoritmo
de Ford-Fulkerson para problemas de maximo flujo en redes [4]. En el algorit-
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mo BENEDICT, el célculo de los conjuntos d-separadores minimos se lleva a cabo
mediante la funcién Minimo-Corte.

En cuanto a la forma de medir la discrepancia entre cualquier sentencia grafica
de independencia condicional representada en el grafo y los datos, se emplea la
entropia cruzada de Kullback-Leibler [48], que mide el grado de dependencia entre
X e Y dado que conocemos el valor de Z:

r X’ — P P(I’yIZ)
Dep(X,Y|Z) = :Zy: P(z,y,z)log P(z|z)P(y|z)

donde P representa la distribucién de probabilidad estitnada a partir de la base de
datos. Esta medida toma el valor 0 cuando X e Y} son realmente independientes
dado Z, y es tanto mayor cuanto mas dependientes entre si son X e Y dado Z.

En lo que se refiere a la medida de discrepancia global entre el grafo G y la
base de datos BD, g(G, BD), que emplea el algoritmo para puntuar los méritos
relativos de cada red candidata seleccionada por el proceso de bisqueda, se define
de la siguiente manera:

9(G,BD) = > Dep(Xi, Xj|Sa(Xi, .X;))
X;<Xi, X;€llc(X:)

El algoritmo BENEDICT se describe en la figura 10.

En la descripcién del algoritmo anterior no se ha especificado la forma concreta
en que se detiene el proceso de aprendizaje. Se utilizan tests de independencia para
ir eliminando arcos del conjunto de arcos candidatos, y detener el proceso de forma
natural cuando dicho conjunto llegue a ser vacio [6] (se climinan arcos candidatos
bien porque se insertan en la estructura o bien porque sus nodos extremos se hallan
independientes). También se realiza un proceso final de poda de arcos (similar a
los métodos de poda empleados habitualmente para arboles de clasificacién): una
vez terminado el proceso de insercién de arcos, se procede a una revision de cada
uno de ellos: se prueba a eliminarlos uno a uno, empleando también para ello un
test de independencia.
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1. Comenzar con un grafo G sin arcos (G = @)
2. SefijaL ={X; & Xi|X; < Xi}; g:=0
3. Para cada par de nodos X, < X, hacer g := g + Dep(X;, X,|0)
4. min:=g
5. Hasta detenerse hacer

(a) Para cada enlace X; = X € L hacer
i G':=GU{X; > Xk};9:=0
ii. Para cada nodo X, hacer
Para cada nodo X, < X, tal que X, ¢ I/ (X:) hacer
S¢r (Xe, X,) := Minimo-Corte(X,, X,)
9:= g+ Dep(X:, X4|Sc (X, X))
iii. Si g < min entonces
min:=g
X=X, Y =X,
(b) G:=GU{Y - X}
(c) L:=L\{Y = X}

Figura 10. El algoritmo BENEDICT.
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Resumen

En este articulo se plantea - con un enfoque divulgativo - el abordar el
problema del reconocimiento de patrones - también denominado clasificacién
supervisada - por medio de Redes Bayesianas. En primer lugar se introducen
muy brevemente algunos paradigmas provenientes de la Estadistica - Analisis
Discriminante, Regresién Logistica, Arboles de Clasificacion, K-NN - como de
la Inteligencia Artificial - Induccién de Reglas, Redes Neuronales - los cuales
vienen siendo utilizados en dicho problema. Se exponen distintos criterios de
cvaluacién - tasa de error, rapidez de la clasificacidn, interpretatibidad y simpli-
cidad - de los modelos construidos, asi como diferentes métodos de estimacién
de la tasa de error - método H, remuestreo, booststrapping -. A continuacién se
presentan distintas aproximaciones al mismo - General, Naive - Bayes, Pazzani,
Estructura de Arbol Aumentada, Markov Blanket, Markov Blanket Reducido
- basadas en el paradigma de Redes Bayesianas, asi como distintos criterios de
ajuste - porcentaje de bien clasificados, sensibilidad, especifidad -. Finalmente
se presenta una comparacién empirica de algunos de los métodos anteriores en
un ejemplo real de prediccién de la supervivencia en pacientes aquejados de Me-
lanoma, llevdndose a cabo la estimacién de la bondad de los distintos modelos
por medio de validaciones cruzadas.

1 Introduccién

La palabra clasificacion se usa con distintos significados, de ahi que me parece
conveniente aclarar desde un principio la terminologia a utilizar en el conteni-
do de este articulo. Desde un punto de vista general, podemos distinguir entre la
denominada clasificacién no supervisada (cluster andlisis, o reconocimiento de pa-
trones no supervisado) y la clasificacion supervisada (reconocimiento de patrones
supervisado).
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La clasificacion no supervisada (Figura 1) - véase por ejemplo Kaufman y
Rousseeuw (1990) [17] - se refiere al proceso de definir clases de objetos. Es decir,
partiendo de una coleccién de N objetos, 0,04, ...,0;, ....,On, caracterizados
por p variables X, X3, ..., Xj, ..., Xp, - discretas y/o continuas - se trata de encon-
trar una estructura de clases en los mismos, de tal manera que los objetos que
pertenecen a una misma clase presenten una gran homogeneidad, mientras que,
por otra parte, las distintas clases construidas sean muy heterogéneas entre si. Si
bien estas técnicas surgieron en el dominio de la Biologia - tratando de agrupar
plantas - hoy en dia se vienen aplicando en muy diversos dominios, entre los cua-
les cabe citar el tratamiento digital de imagenes y el marketing. Con objeto de
clarificar la terminologia diremos que mientras que en textos estadisticos se habla
de tazonomia numérica para referirse a este tipo de métodos, en dreas cercanas a
la Inteligencia Artificial se utiliza la denominacién de formacidn de conceptos.

Por lo que se refiere a la clasificacidn supervisada (Hand (1997) [13]) - tam-
bien denominada reconocimiento de patrones - cada objeto se encuentra descrito
por un vector de p caracteristicas - variables predictoras - X, X3, ..., Xj,..., X, -
discretas y/o continuas - asi como por la clase a la que pertenece, la cual viene
indicada en la variable C. Se conoce por tanto la clase verdadera para una muestra
de objetos, y el ejercicio consiste en construir un modelo - formular una "regla”en
sentido amplio - para asignar a nuevos objetos, de los que se conocen las p cara-
cteristicas anteriores - o algunas de ellas - , un valor de la variable C' (Tabla 1).
La muestra de objetos que sirve para construir el clasificador - es decir el modelo
- se denomina conjunto de entrenamiento, ya que a partir de ella se determina
la estructura y los pardmetros del modelo clasificador. Otras denominaciones ha-
bituales para dicho conjunto de entrenamiento son las de conjunto de aprendizaje
o conjunto de diserio. Teniendo en cuenta que el objetivo de la clasificacion super-
visada es el clasificar adecuadamente nuevos casos, suele ser habitual plantearse
la validacién de los modelos construidos. Dicha validacién se puede efectuar de
muy diversas maneras - vedse Secci6n 2.5 -, ilustrandose con el ejemplo que se
describe a continuacion el procedimiento mds simple de validacién.

Imaginemos que una determinada entidad financiera se plantee el construir un
sistema clasificador que les ayude a decidir acerca de la concesion o denegacién
de un crédito solicitado por sus clientes. Para ello decide utilizar informacién de
los 6000 ultimos clientes a los que se les concedié un crédito. Dicha informacién
- vease Tabla 2 - incluye como variables predictoras las siguientes: X,: Edad;
X,: Estado Civil; X3: Nivel de Estudios; X4: Propietario de Casa; X5: Nivel de
Ingresos; Xg: Crédito Solicitado. En la informacién a utilizar para construir el
clasificador se incluye también la clase a la que pertenece - valor de la variable C
- cada uno de los 6000 casos; es decir para cada individuo si fué capaz de hacer
frente al crédito C = 0, o no C = 1. Supongamos que los 5000 primeros casos
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Figura 1. (a) Matriz de datos inicial; (b) Resultado de una clasificacion no supervisada

van a servir para construir el modelo de clasificacién. Diremos que dichos casos
seran el conjunto de entrenamiento. Una vez construido dicho modelo, y tratando
de estudiar su bondad para una posterior utilizacién del mismo, nos podemos
plantear el medir de una manera sencilla dicha bondad a partir del porcentaje de
casos bien clasificados por el modelo construido en los siguientes 1000 casos del
fichero, los cuales en este ejemplo jugaran el papel de conjunto de testeo. Obvia-
mente podemos tambien tener en cuenta las diferencias existentes entre los dos
tipos de error que se pueden llegar a cometer. Es decir, clasificar como ”capaz
de hacer frente al crédito® un individuo que en la realidad pertenece a la clase
C =1, o clasificar como "no capaz de hacer frente al crédito? un individuo que
en realidad pertenece a la clase C = 0.

Este planteamiento de clasificacién supervisada es comin a gran cantidad
de problemas que surgen en diversos dominios. Asi por ejemplo, en medicina se
puede estar interesado en un sistema de ayuda al diagnéstico o al pronédstico de
un enfermo que presenta una serie de sintomas, en finanzas podemos tratar de
construir modelos que sean capaces de determinar a partir de los datos financieros
de una empresa si ésta es candidata a sufrir una quiebra o no. Otros problemas
en los que estos modelos han demostrado su validez son: el reconocimiento de voz,
la verificacidn de firmas, la clasificacién de cromosomas humanos con objeto de
detectar anormalidades, deteccién del fraude en compaiias de seguros, ....

En este trabajo se expondrdn de manera breve algunas caracteristicas basicas
de métodos que para tratar el problema de la clasificacién supervisada se han
venido desarrollando tanto en la Estadistica como en el denominado Aprendizaje
Automdtico, este dltimo dentro de la Inteligencia Artificial. Si bien en sus ini-
cios existia una diferencia clara entre las aproximaciones provenientes de ambas
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Tabla 1. Matriz de datos inicial previa a la clasificacién supervisada

X X2 X3 X:s Xs Xe C|Cum

O, |34 soltero bachiller si 200.000 1.000.000{ 0
02 |40 casado licenciado si 250.000 1.500.000] 0

Os000|46 casado sin estudios no 150.000 2.500.000( 1

Os001|36 soltero sin estudios si 250.000 3.500.000{ 1| 1

Oeo00|46 casado sin estudios no 150.000 2.500.000{ 1| 0

Tabla 2. Conjunto de entrenamiento y conjunto de testeo para el problema d e la in-
duccion de un clasificador de concesién de créditos
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disciplinas, ya que mientras que en los métodos desarrollados alrededor del Apren-
dizaje Automadtico se asumia que se trabajaba en dominios sin ruido - individuos
con las mismas caracteristicas pertenecen a la misma clase -, hoy en dia la fronte-
ra entre ambas disciplinas se viene haciendo cada vez mas difusa. De hecho en el
paradigma que se desarrollard con mads detalle en este articulo - Redes Bayesianas
- las aproximaciones provenientes de ambas disciplinas han servido para un mejor
desarrollo del mismo.

La estructura del trabajo es como sigue: en la seccién 2 se introducen bre-
vemente algunos paradigmas de clasificacion supervisada - Andlisis Discriminate,
Regresién Logistica, K-NN, Arboles de Clasificacién, Induccién de Reglas, Redes
Neuronales -, asi como distintos criterios de evaluacién de los mismos, y métodos
de validacién de los modelos clasificatorios creados. La seccién 3 presenta distin-
tas aproximaciones al problema de la clasificacion basadas en el paradigma de
las Redes Bayesianas - General, Naive - Bayes, Estructura de Arbol Aumentada,
Pazzani, Markov Blanket, Markov Blanket Reducido - . La seccién 4 presenta un
ejemplo real de prondstico de la supervivencia en pacientes aquejados de melano-
ma, en que se han aplicado algunos de los modelos expuestos en relacién con el
paradigma de Redes Bayesianas. Se finaliza con las conclusiones y posibles lineas
de trabajo en este campo.

2 Paradigmas de Clasificacién Supervisada

2.1 Introduccién

Los paradigmas que se presentan de manera breve se han agrupado en pa-
radigmas clasificatorios provenientes de la Estadistica y en provenientes de la
Inteligencia Artificial. Tal y como se ha comentado con anterioridad esta clasi-
ficacién puede llegar a resultar difusa. En concreto los Arboles de Clasificacién
y el K-NN que aqui se presentan como provenientes de la Estadistica, han sido
motivo de estudio por parte de gran niimero de investigadores provenientes de la
Inteligencia Artificial.

2.2 Paradigmas provenientes de la Estadistica

Anadlisis Discriminante El Anilisis Discriminante - introducido por Fisher
(1936) [11] - crea factores - variables sintéticas - que son funciones discriminantes
- lineales o cuadriticas - de las p variables explicativas. El peso asignado a cada
variable indica la importancia de la misma en la discriminacién y se calcula a par-
tir de operaciones algebrdicas realizadas sobre la matriz de varianzas-covarianzas
de los datos. Una vez obtenido el modelo, la asignacién a las clases de los nuevos
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individuos se lleva a cabo calculando la puntuacién obtenida por dicho individuo
en la funcién discriminante obtenida, y comparando dicha puntuacién con las que
se obtienen por los baricentros de los distintos grupos.

El método funciona adecuadamente en el caso en que las clases sean lineal-
mente separables, o separables por una funcién cuadritica. Una ventaja adicional
del mismo es que la mayoria de los paquetes estadisticos mas utilizados - SPSS,
SAS, BMDP, SYSTAT, .. - incorporan procedimientos para construir este tipo de
modelos.

Regresion Logistica Sean X, X,,..., X, variables explicativas, C' variable a
explicar (dicotémica), la Regresion Logistica - Kleinbaum (1994) [18] - crea un
modelo del tipo siguiente:

1
1+ e~ Bo+Xl, Bizi

n(X)=P(C=1|X1=1z1,...,Xp=1p) =

donde Bg, B, ..., Bp son pardmetros que se estiman a partir del método de estima-
cién maximo verosimil.

El modelo resulta de gran atractivo en el mundo médico, debido a la fécil
interpretacion, en términos de riesgo, que tienen los parameros §;;1 = 0,1, .., p.

Arboles de Clasificacién Los Arboles de Clasificacién constituyen un método
de particionamiento recursivo o de segmentaciéon del conjunto de objetos, cuyo
objetivo es ir particionando el conjunto de casos en base a un criterio - la mayoria
de las veces relacionado con la entropia - , habitualmente basado en una tnica
variable, hasta que al final del proceso - en una situacién ideal - en los distintos
grupos creados no haya mds que individuos que pertenezcan a una de las clases
de la variable C.

Este paradigma se ha ido desarrollando tanto en la Estadistica - Breiman y col.
(1984) [3] - como en el Aprendizaje Automadtico - Quinlan (1986) [27] - . Mientras
que en la Estadistica los modelos construidos tenian en cuenta la existencia de
variables tanto discretas como continuas, asi como el hecho de que los dominios
tenian ruido, en las aproximaciones desarrolladas en el Aprendizaje Automaitico
se presuponia que en el dominio no existia ruido y todas las variables predictoras
eran discretas.

K-NN Esta aproximacién es quizas la mds intuitiva de las que se van a comentar.
Se basa en la idea de que objetos que tienen vectores de caracteristicas cercanos
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van a tener el mismo valor para la variable a clasificar. K-NN - Cover y Hart
(1967) (8] - asigna a un nuevo individuo O, a clasificar, la clase mds frecuente de
los K ejemplos mds cercanos a O, en el fichero de casos de entrenamiento.

Existen varios refinamientos del algoritmo basico. Uno utilizado habitualmen-
te, consiste en pesar la contribucién de cada uno de los K vecinos, en funcién
de la distancia al individuo a clasificar, O,, dando mds peso a los vecinos mds
cercanos.

Si bien estos métodos de K-NN surgieron dentro de la Estadistica, hoy en
dia existen métodos muy similares dentro del Aprendizaje Automadtico, bajo la
denominacion de Instance Based Learning (IBL) - Aha y col. (1991) 1] - .

2.3 Paradigmas provenientes de la Inteligencia Artificial

Induccién de Reglas Las reglas, dada su transparencia, son un tipo de paradig-
ma que goza de gran popularidad dentro de la Inteligencia Artificial. Si bien en sus
comienzos dichas reglas se obtenian a partir de la infomacién proporcionada por el
experto en el dominio a tratar, desde hace varios afos se vienen desarrollando, con
relativo éxito, sistemas capaces de inducir reglas. Ejemplos de los mismos pueden
ser: GABIL [9] - De Jong y col. (1993) - y SIA [29] - Venturini (1993) - . Ambos
pertenecen respectivamente a las denominadas aproximaciones de Pittsburgh y
Michigan a los sistemas clasificadores. Dichos sistemas clasificadores utilizan a los
algoritmos genéticos - Holland (1975) [15] - como heuristicos de biisqueda dentro
del espacio de todas las reglas posibles.

Redes Neuronales Las Redes Neuronales (Bishop (1996) [2]) - inspiradas en sus
comienzos en los sistemas neurolégicos biolégicos - modelan el conocimiento, en
problemas clasificatorios, por medio de una estructura que presenta como nodos
de entrada a las variables predictoras, como nodos de salida a las distintas cate-
gorias de la variable a clasificar, y presentan varias capas intermedias de nodos
- denominadas capas ocultas - con las que pueden atacar problemas no lineales.
Los nodos de un determinado nivel se conectan con los del nivel siguiente, cuan-
tificindose dicha conexién por medio de unos pesos, los cuales en el proceso de
aprendizaje - habitualmente llevado a cabo por un algoritmo de retropropagacion
del error - se van ajustando.

Si bien en algunos problemas reales han demostrado su eficacia, su poca trans-
parencia hace que sean pobres candidatas para problemas en los que se trata de
extraer conocimiento y que el algoritmo de induccién ayude a entender mejor el
problema en cuestion.
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2.4 Criterios de evaluacién

Varios son los criterios en los que nos podemos basar para medir la bondad
del modelo creado. Entre los mismos podemos destacar:

(i) Tasa de error obtenida por el clasificador. En la siguiente seccién de va-
lidacién veremos con detalle diferentes aproximaciones al problema de tratar de
estimar de manera "honesta”dicha tasa de error.

(ii) Rapidez de la clasificacion. Para algunos problemas en los que el sistema
debe de responder en tiempo real, ésta serd una caracteristica a tener en cuenta.

(iii) Interpretatibidad del modelo obtenido por el clasificador. En algunos do-
minios interesa que el modelo ayude a entender mejor el problema que se estd
tratando.

(iv) Simplicidad del modelo. Guidndose por criterios de parsimonia interesa
construir modelos lo mas simples posibles, para por una parte ganar en interpre-
tatibidad y por otra parte en rapidez de razonamiento. Es por ello por lo que
una estrategia habitual suele consistir en utilizar una funcién de evaluacién - de
los distintos modelos que se van obteniendo durante la biisqueda - que pondere
negativamente la complejidad del modelo en base a distintos criterios - Akaike,
MDL, BIC, ... -.

Entre las diferentes estrategias para guiar la bisqueda de un modelo, podemos
hablar de manera general de 4 grandes aproximaciones:

(i) Inclusion iterativa. Se comienza con un modelo vacio, para en cada paso
seleccionar para su inclusién, aquella variable - de entre aquellas que no estdn
incluidas en el modelo - que mds poder clasificatorio tenga. El proceso de inclusién
de variables termina cuando la inclusién de cualquiera de las variables que estdn
fuera del modelo no mejore el mismo de manera significativa.

(ii) Exclusion iterativa. Se comienza con un modelo que incluye todas las varia-
bles. En cada paso se elimina una de ellas - la que menos contribuye al poder
clasificatorio del modelo -. El proceso de exclusién se detiene cuando la exclusién
de cualquiera de las variables que se han mantenido, hace disminuir significativa-
mente el poder clasificatorio del modelo.

(iii) Procedimiento mizto de inclusidn - ezxclusion paso a paso. Consiste en
una combinacién de los anteriores. En cada etapa se evalda tanto la posibilidad
de incluir una nueva variable como la exclusién de alguna de las variables ya
presentes en el modelo.

(iv) Biisqueda en el espacio de modelos. En lugar de utilizar una aproximacién
que se fundamenta en un algoritmo voraz - como ocurre con cualquiera de las tres
propuestas anteriores - se trata en este caso, de utilizar una técnica heuristica
de optimizacion global - algoritmos genéticos, enfriamiento estadistico, biisqueda
tabu, ... - para ir moviéndose en el espacio de todos los posibles modelos, tratando
de encontrar el ”"dptimo” para un criterio determinado.
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2.5 Validacién

En esta seccién se tratari el problema de como estimar la bondad de un
método de clasificacién supervisada. Teniendo en cuenta que el objetivo de un
método de clasificacién supervisada es clasificar correctamente casos nuevos, no
parece logico tratar de estimar dicha bondad sobre el mismo fichero de casos que
ha servido para crear el clasificador. Por otra parte aunque la tasa de error -
nimero de errores / nimero de casos - es la medida mas habitual del éxito de un
clasificador - error entendido como clasificacion incorrecta - , hay algunos dominios
de aplicacién en los cuales es interesante distinguir entre los dos tipos de error
asociados - no todos los errores igual importancia - a un clasificador. Es por ello
por lo que resulta interesante definir la denominada matriz de confusién. Dicha
matriz - véase Tabla 3 - es una tabla de contingencia cruzando la variable derivada
de la clasificacion obtenida, con la variable que guarda la verdadera clasificacién.

Clase real
0 (+) 1(-)
0(+) a b Ipe

Clase predicha

1(-) c d P1
o T n

Tabla 3. Matriz de confusion para el caso de 2 clases

En algunos dominios - por ejemplo en ejemplos médicos - conviene tener pre-
sentes los conceptos de sensibilidad y especifidad, definidos a continuacién:

Sensibilidad Se = a/(a+c) y Especifidad Es = d/(b+d). Es decir la sensibilidad
mide la proporcién de verdaderos positivos, mientras que la especifidad tiene en
cuenta la proporcién de verdaderos negativos. De manera anédloga podemos definir
la proporcién de falsos positivos (c/(a + c)) o la proporcién de falsos negativos
(b/(b + d)).

Se denomina tasa de error aparente a la tasa de error obtenida por el clasi-
ficador en el conjunto de entrenamiento, mientras que el indicador de la bondad
del clasificador viene habitualmente dado por la - denominada tasa de error ver-
dadera - probabilidad de que el clasificador construido clasifique incorrectamente
nuevos casos. Se trata de efectuar una estimacion "honesta’de la tasa de error
verdadera, a partir de casos que constituyen una muestra aleatoria, lo cual puede
llevarse a cabo por medio de los siguientes procedimientos:
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— Método H (Holdout) Se trata de particionar la muestra aleatoriamente en dos
grupos de casos: conjunto de entrenamiento, usado para inducir el modelo
clasificador, y conjunto de testeo, usado para evaluar la bondad - estimar la
tasa de error verdadera - del clasificador.

— Remuestreo
Existen dos variantes fundamentales:

e Random Subsampling. Se efectian miiltiples experimentos utilizando el
método H, con particiones independientes. La estimacién de la tasa de
error se calcula a partir de la media de las tasas de error obtenidas en los
experimentos.

o k-Fold Cross-Validation. Divide el conjunto total de casos en k subcon-
juntos disjuntos de aproximadamente el mismo tamafio. k — 1 de dichos
subconjuntos los utiliza para entrenar el modelo, testdndolo con el res-
tante subconjunto. Esto se efectiia k veces. La estimacion de la tasa de
error como media de las k tasas de error obtenidas. Una variante de este
procedimiento utilizada con ficheros de tamano reducido se lleva a cabo
haciendo kK = N (N= nimero de casos), y se denomina leave-one-out.

— Bootstrapping. Se escoge una muestra aleatoria con reemplazamiento del mis-
mo tamano que el conjunto total de casos. Se utiliza dicha muestra como con-
junto de entrenamiento. Los casos no seleccionados se utilizan como conjunto
de testeo. Se repite el proceso un niimero determinado de veces. La media de
las tasas de error sirve como estimacién de la tasa de error verdadera.

3 Redes Bayesianas en Clasificacién

3.1 Introduccién

Una aproximacién Bayesiana al problema de la clasificacién supervisada podria
formularse de la siguiente manera:

Sean: j clase; & vector de caracteristicas de un objeto; P(j | ) probabilidad
de que un objeto con caracteristicas & pertenezca a la clase j

Se trata de encontrar la clase j* verificando: P(j* | ) = max; P(j | x).
Utilizando el teorema de Bayes, tenemos que:

oy P=|m;
P(le) - ka(zlk)ﬂ'k

donde 7. denota la probabilidad a priori de cada clase.

Existe una diferenciacidn clara entre las distintas aproximaciones al problema
de inducir un clasificador usando el paradigma de Redes Bayesianas, en base a
si el algoritmo de aprendizaje tiene en cuenta o no la existencia de una variable



Aprendizaje Automatico de Modelos Gréficos II 151

especial, como es la variable que se trata de predecir. De entre las aproximaciones
que vamos a introducir en este trabajo, podemos decir que exceptuando la que
se expondra en el apartado siguiente, el resto - Naive-Bayes, Pazzani, Markov
Blanket, Markov Blanket Reducido - tienen en cuenta, en el tipo de estructura
que buscan, la existencia de una variable especial, como es la variable que se trata
de clasificar.

Por otra parte desde una perspectiva mas general, todos los métodos de apren-
dizaje que se expondrdn a continuacién se enmarcan dentro de los denominados
métrica + bisqueda. Es decir se propondra una funcién que servird para valorar
cada una de las estructuras candidatas, y se procedera a efectuar una bisqueda
dentro del espacio de posibles estructuras.

3.2 General. Métrica CH

Cualquiera de los algoritmos de aprendizaje estructural disenados para Redes
Bayesianas tanto con estructura de arbol, poliarbol o miiltiplemente conectadas,
que se pueden consultar en la literatura - véase por ejemplo Buntine (1996) [4],
Heckerman y col. (1995) [14] - puede servir para aprender una distribucién de
probabilidad p + 1 dimensional expresable en forma de Red Bayesiana, la cual
puede usarse con finalidad clasificatoria, instanciando los valores de las variables
predictoras.

A modo de ejemplo comentaremos algunas caracteristicas de la métrica pro-
puesta por Cooper y Herskovits (1993) [6], ya que la misma es utilizada en los
experimentos efectuados en el caso préctico que presentamos en la seccién siguien-
te.

La manera de evaluar la bondad de una estructura de Red Bayesiana se fun-
damenta en el siguiente teorema probado por los autores anteriores.

Teorema 1. Sea Z un conjunto de n variables discretas. Sea una variable X; € Z
con r; posibles valores: (vj1,...,v;r,). Sea D una base de datos conteniendo m
casos, donde cada caso estd especificado por la asignacién de un valor para cada
variable en Z. Denotamos por Bs una estructura de Red Bayesiana contenien-
do exactamente las variable de Z. Cada variable X; en Bs tiene un conjunto de
variables padres, que representamos con una lista de variables denotada por IT;.
Denotemos por w;; la j-ésima instanciacién distinta de IT; relativa a D. Suponga-
mos que existen ¢; instanciaciones distintas de IT;. Definimos N;;; como el nimero
de casos en D en los cuales la variable X; toma el valor v, y IT; se encuentra
instanciada como w;;. Sea N;; = ZZ=1 Nijik.

Si dado un modelo de Red Bayesiana, se verifica que los casos ocurren de ma-
nera independiente, no existen casos con valores perdidos y la funcion de densidad
f(Bp|Bs) es uniforme, entonces se tiene que:
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P(Bs,D) = P(Bs) 1%, 9(i, IT:), donde g(i, IT;) = [1%, trsiiiy ITre, V!
[m]

Cooper y Herskovits han desarrollado un algoritmo voraz, K2, de aprendizaje de
Redes Bayesianas, con el objetivo de encontrar la estructura de Red Bayesiana,
que maximice P(Bg, D). K2 necesita definir previamente un orden total entre las
variables, y asume que todas las estructuras son a priori igualmente probables.
Busca para cada nodo, el conjunto de nodos padres que maximiza g(i, IT;). Para
ello, comienza asumiendo que cada nodo no tiene ningin nodo padre, para a
continuacién en cada paso anadir aquel nodo padre cuya inclusién produce un
mayor incremento de la probabilidad de la estructura resultante. K2 dejard de
anadir padres a un determinado nodo, cuando la adicién de cualquier padre simple
no incremente la probabilidad. Obviamente esta aproximacién no garantiza la
obtencién de la estructura que tenga asociada la mayor probabilidad.

Para solventar los problemas anteriores, en nuestro grupo de trabajo, hemos
desarrollado diferentes aproximaciones basadas en un heuristico de optimizacion
global como son los algoritmos genéticos. Por una parte hemos tratado de encon-
trar por medio de dichos algoritmos genéticos, el mejor orden entre las variables,
efectudndose la biisqueda en el espacio de 6rdenes, y utilizandose para ello opera-
dores genéticos de cruce y mutacién ligados al problema del viajante de comercio.
Véase para mds detalles, Larrafiaga y col. (1996) [21]. Otra solucién al problema,
ha consistido en efectuar la bisqueda en el espacio de estructuras posibles de Re-
des Bayesianas. Para ello, si se asume un orden entre las variables, los operadores
habituales de cruce y mutacién genéticos resultan ser operadores cerrados - La-
rrafiaga y col. (1996) [20] -, mientras que cuando la biisqueda se lleva a cabo sin
ningin tipo de restriccién en cuanto al orden de las variables, se hace necesaria
la introduccién de un operador de reparacién - Larrafiaga y col. (1996) [19] - que
garantice la aciclidad de las estructuras obtenidas.

3.3 Naive-Bayes

Uno de los modelos mas simples, y que por otra parte dada su facilidad de
utilizacién se ha convertido en una especie de standard con el que comparar las
bondades de los diferentes métodos, es el denominado Naive-Bayes (Duda y Hart
1973) [10]. Su denominacién proviene de la hipdtesis ingenua sobre la que se
construye, es decir las variables predictoras son condicionalmente independientes
dada la variable a clasificar - véase la Figura 2-. Dicha hipétesis tiene una serie
de implicaciones geométricas, que han sido estudiadas por Minsky (1961) [23] -
en el caso de variables predictoras binarias- y por Peot (1996)[26] - en el caso mas
general.



Aprendizaje Automitico de Modelos Graficos II 153

Figura 2. Naive-Bayes

La probabilidad de que el j -ésimo ejemplo pertenczca a la clase i-ésima de
la variable C, puede calcularse, sin mds que aplicar el teorema de Bayes, de la
siguiente manera:

P(C =C;i | .\'1 = Iy, ...,.\’p = :l,‘,,j) X P(C = C.') X P(.\’l =Ty, ...,.\’p = Ipj | C = C.‘).

En el caso de que las variables predictoras sean condicionalmente independientes
dada la variable C, se obtiene que:

P
P(C =ci| X1 =21j,., Xp = 3p;) x P(C = ¢;)) x [[ P(X; =2+ | C = cs).
r=1

El modelo Naive-Bayes presenta un comportamiento muy dependiente del tipo
de dominio. Asi por ejemplo, en dominios médicos donde el conocimiento sobre
el problema es elevado y por tanto tan sélo se recoge informacién relativa a va-
riables que podriamos decir que se complementan, el Naive-Bayes proporciona
resultados aceptables, mientras que en dominios poco estructurados, en los que
las variables del sistema se encuentran altamente correlacionadas, el comporta-
miento del Naive-Bayes suele ser mds bien pobre.

3.4 Estructura de Arbol Aumentado. TAN

Recientemente Friedman y col. (1997) [12] presentan un método de construc-
cién de lo que ellos denominan estructuras TAN (Tree Augmented Naive Bayes),
que obtiene mejores resultados que los obtenidos por el Naive-Bayes, a la vez que
mantiene la simplicidad computacional y la robustez del anterior.

Podemos decir que un modelo TAN es una Red Bayesiana donde el conjunto de
padres de la variable a clasificar, C, es vacio, mientras que el conjunto de variables
padres de cada una de las variables predictoras, X;, contiene necesariamente a la
variable a clasificar, y como mucho otra variable. Véase por ejemplo la Figura 3.
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Figura 3. Estructura de Arbol Aumentado

Los anteriores autores proponen un algoritmo - adaptacién del de Chow y
Liu (1968) [5] - que utiliza el concepto de informacién mitua entre variables
predictoras condicionada a la variable a clasificar. La funcién se define como:

Ip(X,Y | C)= Y P(z,y,c) log%,

z,y,c
De manera simple, podemos decir que la funcién anterior mide la informacién que
la variable Y proporciona sobre la variable X cuando el valor de C es conocido.
El algoritmo propuesto por Friedman y col. (1997) [12] - el cual garantiza que
la estructura de TAN obtenida tiene asociada la maxima verosimilitud entre todas
las posibles estructuras de TAN - es como sigue:

1. Calcular Ip(X;, X; | C) para cada par de variables predictoras, con i # j.

2. Construir un grafo no dirigido completo en el cual los vértices son las variables
predictoras X1, ..., Xp. Asignar a cada arista conectando las variables X; y X
un peso dado por Ip(X;, X; | C).

3. Construir un drbol expandido de maximo peso.

4. Transformar el drbol resultante no dirigido en uno dirigido, escogiendo una
variable raiz, y direccionando todas las aristas partiendo del nodo raiz.

5. Construir un modelo TAN afiadiendo un nodo etiquetado como C, y poste-
riormente un arco desde C' a cada variable predictora X;.

3.5 Pazzani

Pazzani (1996) [24] presenta un modelo que puede considerarse que se posicio-
na en un lugar intermedio entre los modelos extremos, en los que, por una parte
se tienen que calcular las (r — 1)2? distribuciones de probabilidad - para el caso
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de que la variable C admita r posibles valores, y las variables predictoras sean
dicotémicas -, es decir el modelo necesita las siguientes probabilidades:

P(C=ci| X\ =zyj,... Xp = p;)

y por otra parte el modelo que hemos denominado Naive-Bayes, en el cual se hace
necesario el calcular:

)
P(C =ci| X\ =z1j,.., Xp = 1) &« P(C = ¢;) x [[ P(Xy = ),
r=1
y por tanto no necesitariamos mds que (r — 1) + p probabilidades.

Veamos escuetamente lo propuesto por Pazzani, apoyindonos en un simple
ejemplo. Supongamos un dominio con 4 variables predictoras X, X5, X3, X4 y una
variable a predecir C. Supongamos asimismo que la variable X, no es relevante
para C, y que ademas las variables X} y X3 son condicionalmente dependientes
dada C. Tendriamos una situacién que grificamente puede ser expresada segin
la Red Bayesiana central de la Figura 4.

@/@?@\

Figura 4. Pazzani

A nivel de férmulas lo expresariamos:
P(C =Ci I .\’1 = I]j,...,.\’4 = .'l:4j) X
P(C = C,') X P((Xl = .’L‘l_j,‘\’g = 13]') | C= C,‘) X P(‘\’4 = T4 ] C= C,‘).

Lo que queda por determinar es que variables son no relevantes, y por otra parte
que variables van a agruparse y necesitar que se calcule para las mismas las pro-
babilidades condicionadas correspondientes.

Pazzani propone para la seleccién del modelo dos algoritmos voraces, siguiendo
la filosofia Estadistica de modelizacion hacia adelante y modelizacién hacia atras.

Exponemos a continuacion los pasos a seguir en uno de ellos.
Algoritmo FSSJ (Forward Sequential Selection and Joining)
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1. Inicializar el conjunto de variables a utilizar a vacio. Clasificar todos los ejem-
plos en la clase mas frecuente.

2. Repetir en cada paso la mejor operacién entre:
(a) Considerar cada variable no usada como un nueva variable a incluir en

el modelo, condicionalmente independiente de las variables ya incluidas,
dada la variable a clasificar.

(b) Juntar cada variable no utilizada con una variable ya incluida en el clasi-
ficador.

Evaluar cada clasificador candidato por medio de leave-one-out.
3. Hasta que ninguna operacién produzca mejoras.

El procedimiento de biisqueda del modelo propuesto por el algoritmo anterior
puede mejorarse si en lugar del mismo, la bisqueda se llevase a efecto por medio
de un algoritino que al menos de manera tedrica garantice que el modelo creado
es el 6ptimo global.

3.6 Markov Blanket

Teniendo en cuenta que en una Red Bayesiana - véase Figura 5 - cualquier
variable tan sélo se encuentra influenciada por el denominado Markov Blanket
relativo a la misma - es decir por el conjunto de sus variables padres, sus variables
hijas, y por las variables que son padres de las hijas -, parece intuitivo tener en
cuenta modelos clasificatorios que sean Markov Blanket de la variable a clasificar.

AN
)
N

Figura 5. Markov-Blanket
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El concepto de Markov Blanket asociado a una variable se ha utilizado en el
denominado muestreo de Gibbs - véase por ejemplo Pearl (1987) [25] -, y puede
ser establecido de manera formal por el siguiente teorema.

Teorema 2. La distribucién de probabilidad de cada variable, X;, en una Red
Bayesiana, condicionada por el estado del resto de las variables, se puede obtener
a través de la siguiente expresion:

P(wilZz,) = aP(@ilmz,) [ Plwijlmij ()

J

donde a es una constante normalizadora, independiente de Xj, y z;, Z,,, Tz, wij
and m;j(z;) denotan respectivamente instanciaciones consistentes de X,Zx =
Z — X, IIx,2; y II;j, siendo Z el conjunto de todas las variables, IT; el conjunto
de variables padres de X, §2; el conjunto de variables hijas de X, y IT;; el conjunto
de padres de f2;. m]

Existen varios procedimientos para buscar dentro del espacio de posibles Markov
Blanket de la variable a clasificar. Por ejemplo Sierra y Larranaga (1998) [28]
utilizan los algoritmos genéticos para llevar a efecto tal bisqueda.

3.7 Markov Blanket Reducido

Debido a los problemas de sobreajuste - constatados en algunos experimentos -
del que sufre la aproximacién anterior, se pueden reducir las condiciones impuestas
por el modelo anterior, con el objetivo de obtener Redes Bayesianas mas simples
pero a la vez con mayor poder generalizador. Para ello - véase Sierra y Larrafiaga
(1998) (28] - se pueden, por ejemplo, efectuar las siguientes dos relajaciones del
modelo anterior:

1. No todas las variables tienen por que ser necesariamente parte del Markov
Blanket de la variable a clasificar.

2. Una variable que sea padre de la variable a clasificar no puede ser padre de
un hijo de la variable a clasificar, y ademas una variable tan sélo puede ser
padre de un hijo de la variable a clasificar.

4 Prediccién de la supervivencia en Melanoma

4.1 Introduccién

Un area de interes dentro de la Inteligencia Artificial trata de comparar empiri-
camente las bondades de diferentes algoritmos de induccién de modelos, prove-
niendo estos tanto de la Estadistica como del Aprendizaje Automatico. A lo largo
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de los ltimos 5 afios se han producido numerosos intentos de caracterizacién de
las bondades y deméritos de los distintos algoritmos. El lector interesado puede
consultar, por ejemplo, el trabajo desarrollado dentro del proyecto ESPRIT Stat-
Log (Michie y col (1993) [22]), o més recientemente el llevado a cabo por Cooper
y col. (1997) [7].

En esta seccién presentamos los resultados de la aplicacién de algunos de
los modelos descritos en la seccién anterior, al problema de la prediccién de la
supervivencia en pacientes aquejados de cancer de piel maligno.

A pesar de los avances desarrollados en los tltimos afios en el tratamiento del
cancer, el prondstico de pacientes que han desarrollado melanoma, ha cambiado
muy poco. Por otra parte la incidencia de la enfermedad ha crecido continuamente
en la ultima década, y en caso de que se siga produciendo la reduccién de la capa
de ozono, no es de esperar una disminucién del niimero de casos relacionados con
esta enfermedad.

Los resultados de estudios experimentales sugieren dos factores de riesgo fun-
damentales: la exposicion al sol, junto con las caracteristicas fenotipicas del in-
dividuo. Asi por ejemplo, la exposicién continua al sol multiplica por 9 el riesgo
de padecer la enfermedad, mientras que si dicha exposicién se hace de manera
intermitente pero intensamente, dicho riesgo se ve incrementado por un factor de
5.7.

El melanoma de piel maligno es un tumor no muy comin en nuestro entorno.
Se relacionan con el mismo entre el 8% y el 10% de los tumores malignos que
afectan a la piel. De acorde con el Registro de Cancer del Pais Vasco, (Izarzugaza
(1994) [16]), en 1990 la tasa de incidencia era de 2.2 por cada 100.000 hombres,
incrementdndose dicha cantidad al 3 por 100.000 para las mujeres.

La base de datos analizada contenia 311 casos - diagnosticados en el Instituto
Oncoldgico de Gipuzkoa entre el 1 de Enero de 1988 y el 31 de Diciembre de 1995
-, para cada uno de los cuales se tenia informacién recogida en su mayor parte en
el momento del diagnéstico y relativa a 8 variables. Las 5 variables predictoras
son: sexo (2 categorias), edad (5 categorias), estadio (4 categorias), densidad (4
categorias) y nimero de nodos positivos (2 categorias). La variable a predecir tiene
dos categorias y tiene en cuenta si la persona sobrevive o no, una vez transcurrido
una afo, tres aios y cinco anos desde el momento del diagndstico.

4.2 Resultados obtenidos

Se han tenido en cuenta 4 modelos a la hora de efectuar los experimentos. En
primer lugar hemos inducido una Red Bayesiana usando algoritmos genéticos para
efectuar la biisqueda, y tomando como funcién objetivo la propuesta por Cooper y
Herskovits. El segundo modelo trata de encontrar la mejor estructura de Markov
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Blanket de la variable a clasificar, siendo el objetivo del algoritmo genético el
maximizar el porcentaje de casos correctamente clasificados. El tercer modelo se
relaciona con una relajacion del concepto de Markov Blanket, se obtiene por medio
de un algoritmo genético que guia la bisqueda, tratando de encontrar el Markov
Blanket de la variable a clasificar que tenga asociado el mayor porcentaje de casos
bien clasificados. Finalmente el cuarto modelo es el denominado Naive Bayes. En
todos los modelos las estimaciones del porcentaje de individuos bien clasificados,
que se muestra en la Tabla 4, se ha obtenido por medio de validaciones cruzadas
(10-fold cross-validation). La propagacion de la evidencia se ha llevado a cabo por
medio del software HUGIN.

Supervivencia del Melanoma de Piel Maligno
1 ano 3 aios 5 ainos
CH-GA 93.06% 81.95% 69.57%
MB 94.28% 83.90% 78.88%
MBR 93.47% 83.85% 74.53%
N-B 91.43% 79.02% 71.43%

Tabla 4. Estimacién del porcentaje de bien clasificados para la prediccién de la super-
vivencia al afo, a los tres aiios y a los cinco anos desde el diagnédstico

5 Conclusiones

Después de una breve introduccién a distintos paradigmas clasificadores -
Analisis Discriminante, Regresion Logistica, Arboles de Clasificacién, K-NN, In-
duccién de Reglas, Redes Neuronales - asi como de las distintas medidas de calidad
- porcentaje de bien clasificados, sensibilidad, especificidad, .. - de los clasificado-
res, y de distintos métodos de validacion de los mismos - método H, validaciones
cruzadas, bootstrapping -, se han introducido las distintas aproximaciones al pro-
blema basadas en Redes Bayesianas.

Entre los modelos propuestos dentro del paradigma de Redes Bayesianas, se
han tratado los siguientes: el General, Naive-Bayes, Pazzani, Markov Blankety
Markov Blanket Reducido.

Finalmente se han mostrado los resultados obtenidos con varios de los modelos
anteriores en un problema de clasificacién con datos reales provenientes de un do-
minio médico. Se ha tratado de predecir la supervivencia de individuos aquejados
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de melanoma maligno al afo, a los tres afios y a los cinco afios del momento del
diagnoéstico. Se han efectuado estimaciones de la probabilidad de individuos bien
clasificados a partir del 10-fold cross-validation.

Por lo que respecta a posibles lineas de trabajo relacionadas con este proble-
ma, citaremos varias. En primer lugar parece interesante - ya que en buena parte
de las aplicaciones précticas asi ocurre - que el paradigma sea capaz de tratar
adecuadamente informacidn temporal, es decir que pueda trabajar con datos lon-
gitudinales. Por otra parte, dada la magnitud - tanto en nimero de casos, como
en nimero de variables predictoras - de algunas aplicaciones reales, una linea de
trabajo consiste en desarrollar procedimientos que efectiien de manera automatica
tanto la seleccion de las variables predictoras - procedimientos independientes del
paradigma, asi como que tengan en cuenta el inductor a utilizar (wrappers) -,
como la seleccion de casos con los que efectuar el aprendizaje. Una tercera linea
de investigacién radica en el desarrollo de modelos hibridos que conjuguen las
bondades de mds de un paradigma. Asi por ejemplo se podria pensar en para-
digmas que conjugasen los Arboles de Clasificacién con las Redes Bayesianas, las
cuales se construirian en cada una de las hojas terminales del 4rbol. Otra manera
de hibridar podria ser utilizar la informacién proporcionada por el experto para
reducir el espacio de bisqueda del paradigma. Finalmente, una linea de trabajo
que esta siendo estudiada por distintos grupos investigadores, consiste en el de-
sarrollo de multiclasificadores que conjugan de manera adecuada la informacién
proporcionada por varios modelos construidos para los mismos datos.
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Resumen

El Andlisis de Decisiones proporciona el inico marco coherente para la reso-
lucién de problemas de toma de decisiones. En problemas complejos, tipicamente
debemos proceder a modelizar el problema con ayuda de una representaciéon
grifica. En el capitulo se revisan las principales ideas sobre modelos grificos
para la toma de decisiones, con énfasis en los diagramas de influencia.

1 Introduccién

El resto de capitulos del curso se refieren basicamente a modelizacién de in-
certidumbre y problemas de inferencia basados en redes bayesianas, siendo las
aplicaciones tipicas a problemas de diagnéstico y prediccién. Nosotros nos centra-
remos en problemas de toma de decisiones en condiciones de incertidumbre.

El marco que adoptamos para la modelizacién y resolucién de estos problemas
es el del Andlisis de Decisiones (AD). Suponemos que una persona o grupo de
personas tiene que elegir una alternativa de un conjunto. El problema de decisién
al que se enfrentan es complejo, debido a la presencia de factores como objetivos
multiples y conflictivos, la presencia de incertidumbre, un entorno cambiante,...
En estas condiciones, se requiere un marco racional para resolver estos problemas,
como el proporcionado por el AD.

El responsable de la decisién o decisor es normalmente capaz de dar sus ob-
jetivos —no muy bien definidos- e ideas sobre las consecuencias de las distintas
acciones. Aporta informacién sobre lo que espera que revelard el futuro, basado
en experiencias previas, y sobre sus preferencias y actitudes frente al riesgo. La
presencia de incertidumbre le obliga a tomar decisiones sin conocer con seguridad
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determinados factores que no se controlan (estados). El AD le ayudard a organizar
toda esta informacién de forma coherente, calculando su mejor curso de accién,
dadas sus creencias y objetivos, consiguiendo, a su vez, que adquiera confianza y
mayor profundizacién en el problema, al comprender las implicaciones y posibles
inconsistencias de sus juicios [7].

Especificamente, el marco del AD, basado en el marco normativo de la Teoria
de la Decision, sugiere:

— modelizar las creencias del decisor sobre la ocurrencia de los estados § median-
te una distribucién de probabilidad = (6), que, en presencia de informacién adi-
cional f(z|0) se actualiza mediante la férmula de Bayes 7(6|z) = ﬁ%;

— modelizar las preferencias del decisor sobre las consecuencias y sus actitudes
frente al riesgo mediante una funcién de utilidad (afin tnica) u(a,8), que
indica la utilidad obtenida cuando se toma la alternativa a y se da el estado
6.

- eécoger la alternativa de maxima utilidad esperada, i.e., aquella a que re-
suelve el problema de optimizacién max, . 4 J u(a,8)(8|z)d6, donde A es el
conjunto de alternativas.

El resto del capitulo se estructura como sigue. Introducimos en la siguiente
seccién el proceso del AD y tres métodos de representacion de problemas de AD.
La seccién 3 analiza en detalle la resolucién de problemas de AD representados
mediante un diagrama de influencia. En la seccién 4 exponemos algunas aplica-
ciones reales de estos métodos, indicando el software existente en la actualidad.
Concluimos comentando temas avanzados, algunos atin en desarrollo, y plantean-
do algunas cuestiones abiertas.

2 Introduccién al Analisis de Decisiones

El proceso del AD comienza con la modelizacién cualitativa del problema,
es decir, la estructura del proceso de decisién con sus elementos: objetivos, al-
ternativas y fuentes de incertidumbre. El primer aspecto importante es por tanto
proporcionar técnicas para representar toda esa informacién. Introducimos en esta
seccién los principales métodos de representacién de problemas de decisién. Ma-
tematicamente son equivalentes, pero desde el punto de vista prictico hay grandes
diferencias entre ellos. Revisamos tres métodos: tablas de decisién, arboles de de-
cisién, y diagramas de influencia. Otros métodos se mencionan en la seccién 5.

La especificacién completa del problema debe incluir también el conocimiento
cuantitativo sobre él, reflejando los valores que toman sus elementos (decisiones
e incertidumbres), las relaciones entre ellos, y los juicios del decisor a través de
probabilidades y utilidades. En esta seccién expondremos la forma en que esos
métodos de representacién incluyen tal informacién cuantitativa.
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2.1 Tablas de decisién

Las tablas de decision constituyen la forma mds elemental de representacién de
un problema de decisién. Permiten ilustrar los conceptos basicos de forma sencilla,
pero son muy limitadas desde el punto de vista préctico.

Definicién 1. (Tabla de decisién)

La idea basica que expresa una tabla de decisién es que las consecuencias de
elegir una decisién no dependen s6lo de ésta, sino también de una serie de factores
externos no controlables por el decisor y parcialmente desconocidos por él al tomar
la decisién. A los valores que pueden tomar tales factores externos los llamaremos
estados. Si el decisor conociese el verdadero estado podria predecir la consecuencia
de su eleccién con certeza:

decisién + estado — consecuencia

Si A es el conjunto de decisiones a, © es el conjunto de estados § (exhaustivo
y mutuamente excluyente) y C es el conjunto de consecuencias c, la asignacion se
representa

a+6 - c(a,b)eC

que, escrito en forma tabular, constituira la tabla de decisién. ]

Ejemplo 1. (Inversién)

Consideremos un problema de inversion en el que un decisor tiene tres opciones:
A ={Bonos del Estado, Petrdleos, Telefénicas}. El retorno de las inversiones des-
pués de un ano depende del estado futuro de la economia que puede ser @ =
{malo, regular, bueno, muy bueno}. Este problema de inversién se expresa me-
diante la tabla 1. Por ejemplo, si invertimos en Petréleos y la economia va bien,
el retorno serd del 9%.

Malo Regular Bueno Muy Bueno
BE| 14 14 14 14
Pet| 0 1 9 20
Tel| 3 10 15 17

Tabla 1. Tabla de decisién para el problema de inversién
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Los valores de la tabla que indican consecuencias podran ser, en general, preferen-
cias sobre las consecuencias, expresadas mediante una funcién de utilidad. Asi,
en el ejemplo 1, la funcién de utilidad de un retorno r podria venir dada, por
ejemplo, por u(r) = r%. La asignacién de la funcién de utilidad se lleva a cabo
con métodos estandar de la Teor{a de la Utilidad [12]. Se comprueba primero que
las preferencias del decisor satisfacen los axiomas requeridos por esta teoria, y en
tal caso se asigna la utilidad de algunas consecuencias (con métodos como los de
[12]). Después, mediante herramientas de andlisis numérico se ajusta una funcién
a los datos obtenidos. La concavidad/convexidad de esta funcién indicara aver-
sién/aficién al riesgo. Se han identificado ciertas formas funcionales adecuadas
para modelizar tales actitudes frente al riesgo (exponenciales, logaritmicas,...) y
se han determinado condiciones, denominadas de independencia de preferencias,
que aseguran un cierto tipo de descomposicién de la funcién, facilitando la tarea
en casos mas complejos, como el de consecuencias vectoriales.

Ademas de las preferencias, han de asignarse las creencias del decisor, segin se
indicé en la introduccién. La asignacién de probabilidades (subjetivas), como se
ha visto en otros capitulos, sigue un procedimiento que estd incluido dentro de un
protocolo general realizado conjuntamente con expertos, con fases de motivacion,
preparacion del problema, eliminacién de sesgos, asignacion y validacién (ver el
proceso SRI y sus extensiones en e.g. [21]). Puede utilizarse una rueda de la
fortuna u otro mecanismo de aleatorizacién. En el ejemplo 1, el inversor tendrd
que revelar sus creencias sobre el estado futuro de la economia, pudiendo ser, e.g.,
w(malo)=1/6, m(regular)=1/4, m(bueno)=1/2, y m(muy bueno)=1/12.

2.2 Arboles de decisién

La representacion de un problema de decision mediante tablas es estdtica, con
un solo momento de eleccién. Sin embargo, los problemas de decisién reales suelen
ser dindmicos, existiendo varias decisiones encadenadas a tomar. La representacion
de este encadenamiento de decisiones y de la ocurrencia de distintos fenémenos
aleatorios resulta engorrosa mediante tablas, pues implicaria la enumeracién de
las posibles estrategias. Por ello, adoptamos una representacién alternativa mas
flexible y expresiva: la de drboles de decisién.

Definicién 2. (Arbol de decisién)
Un drbol de decisién es un arbol con tres tipos de nodos:

— de decisién (nodos rectangulares), del que emergen ramas que representan las
decisiones posibles que se pueden tomar en ese instante;

— de azar (nodos circulares), cuyas ramas representan los estados posibles que
se pueden dar en ese instante;
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— de valor (terminales), que representan la utilidad de las consecuencias asocia-
das a la sucesion de decisiones y estados desde el nodo raiz hasta ese nodo.

=]

Para construir el arbol se comienza identificando el nodo raiz, que correspondera
al primer hecho que se observa en el tiempo: una toma de decision o la presencia
de un factor de incertidumbre. Se continia desde la raiz incluyendo nodos de
azar o de decisién marcando los distintos caminos a seguir, hasta alcanzar un
nodo terminal, en el que se indicard la consecuencia correspondiente. Asi, el drbol
equivalente a la tabla de decisién del ejemplo 1 seria el de la figura 1. Nétese en
los nodos terminales, la presencia de las utilidades de las consecuencias de cada
camino del 4rbol, y en los nodos de azar, las probabilidades de los posibles estados
de la economia.

Jelefénica malo 16 o

bueno 12 725
1
muy bueno ﬂ2289

Figura 1. Arbol de decisién para el problema de inversion

Veamos otro ejemplo que se utilizara a lo largo del capitulo.

Ejemplo 2. (Reactor)

Una compainia eléctrica debe decidir (D) si construye un reactor de disefno con-
vencional (¢) o de disefio avanzado (a). El reactor avanzado conlleva mas riesgo
pero, en caso de éxito, proporciona mas beneficios. Los beneficios en unidades
monetarias para c son 8, si no falla (ce) una vez construido (con probabilidad
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.98), y -4, si falla (cf) (.02). Los beneficios para el avanzado son 12, si no falla
(ae) (.660), -6 si tiene un accidente de importancia leve (al) (.244), y -10, si ocurre
un accidente de importancia mayor (am) (.096). Antes de tomar esta decisién, la
compaiiia puede realizar un test (D, = t), con coste 1 UM, o no hacerlo (D, = nt),
sobre las componentes criticas del reactor de diseno avanzado, que reducira la in-
certidumbre sobre el mismo. Los resultados del test (T') se pueden clasificar en
malos (m), buenos (b) o excelentes (e) y estdn muy relacionados con el éxito o
fracaso del reactor avanzado. La figura 2 describe un modelo probabilistico causal
para A y T. Si los resultados del test son malos, la opcién avanzada no es viable
y se construird un reactor convencional.

Figura 2. Modelo causal probabilistico para A y T en el problema del reactor

En este ejemplo, el proceso secuencial de decisién es: primero, decidir si se
realiza o no el test, observar después sus resultados (en caso de realizarlo), y, a
continuacién, decidir qué tipo de reactor se va a construir. Finalmente, se desvelara
el estado en que se encuentra el reactor escogido. La figura 3 proporciona el arbol
de decisién asociado. Nétese que las probabilidades 7w(A|T) y #(T') incluidas en los
nodos de azar A y T, no son las del enunciado, y se han tenido que calcular para
poder ser representadas en el drbol. Ademas, para compactar la representacién, se
ha aprovechado la replicacién del subarbol C, dibujdndose sélo una vez. Los costes
del test aparecen en la primera decisién, contribuyendo también a esta replicacién
o coalescencia, ver [5)].

Se podria pensar que parece légico que la compania deba construir el reactor
avanzado (convencional) después de obtener resultados excelentes (buenos), pero
no siempre es asi. Dependera de las creencias especificas de la compaiiia sobre el
resultado de cada reactor y sobre c6mo percibe la fiabilidad del test, asi como de
la valoracién de las posibles consecuencias. Los cuatro nodos D, de la figura 3
no son idénticos: el conocimiento de la compaiia es diferente en cada caso y, por
tanto, sus creencias sobre el estado de cada reactor diferiran. 0
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Figura 3. Arbol de decisién para el problema del reactor

A pesar de la capacidad descriptiva de los arboles de decisién, que indican explici-
tamente la cronologia del proceso de decisién y el estado de informacién disponible
en cada instante de decision, se vuelven excesivamente complejos cuando aumenta
el mimero de nodos de azar y/o de decisién. Cada nodo aiadido al drbol expande
su tamaifo exponencialmente, de forma que solamente pueden mostrarse a nivel
de detalle modelos pequenos y relativamente simples. Por ejemplo, seria infactible
representar un problema con 30 variables, entre nodos de decisién y de azar. Se
han propuesto algunas soluciones, e.g., representar el arbol de forma esquematica,
ver [5], pero se pierde mucha informacién en la mayoria de los casos (por ejem-
plo, cuando se dan estructuras altamente asimétricas y dependientes). El drbol
esquemadtico del ejemplo 2 se muestra en la figura 4.

Figura 4. Arbol esquematico para el problema del reactor
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2.3 Diagramas de influencia

Los diagramas de influencia salvan muchos de los inconvenientes de los drboles
de decision. Inicialmente fueron concebidos como método de representacién mds
compacta de problemas [14], que después se traducian a un arbol para ser eva-
luados. Posteriormente se crearon algoritmos de evaluacién que operan con el
propio diagrama, e.g. [25]. Hoy en dia constituyen un lenguaje grifico de mode-
lizacién que puede utilizarse tanto en Analisis de Decisiones como en Inferencia
probabilistica, como en [26].

Definicién 3. (Diagrama de influencia)
Un diagrama de influencia (DI) es un grafo dirigido G = (N, A) donde:

— el conjunto N de nodos, se particiona en conjuntos D,C,V que designan,
respectivamente,
e D, al conjunto de nodos de decisién (rectangulares), que modelizan deci-
siones a tomar;
e C, al conjunto de nodos de azar (circulares), que modelizan, como antes,
cantidades inciertas que influyen en el problema;
e V', al conjunto de nodos de valor (romboidales), que modelizan las utili-
dades (esperadas);
— el conjunto A de arcos, incluye arcos de dos clases, dependiendo del tipo de
nodo al que van dirigidos:
e informativos, si van a nodos de decisién, e implican precedencia tempo-
ral, es decir, la variable en el origen del arco es informacién disponible y
conocida en el momento de tomar la decisién que se encuentra en el nodo
destino del arco;
e condicionales, si van a nodos de valor o de azar, y representan depen-
dencia, funcional o probabilistica, respecto de los valores de los nodos
antecesores.

O

Definicion 4. Los predecesores directos de un nodo ¢ de valor o de azar se deno-
minan predecesores condicionales C(i); los de un nodo i de decisién, predecesores
informativos I(i). a

El DI del ejemplo 1 de inversién es demasiado simple como para deducir sus
ventajas respecto al arbol, ver la figura 5. En la figura 6 se muestra el DI del
ejemplo 2. La informacién de los arcos indica que se toma antes D; que D., se
conoce T al elegir D,, la distribucién de probabilidad de T esta condicionada por
A, y también por T, y la funcién de utilidad depende de las cuatro variables que
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Figura 5. Diagrama de influencia del problema de inversién

[Df—~(®—[0]

<§\<>/©

Figura 6. Diagrama de influencia del problema del reactor

tienen arco hacia el nodo de valor v. Con los DI la representacién del problema
es mucho mas compacta. Cada variable afiadida al problema expande su tamafno
linealmente.

Dibujado el grafo que representa la descripcién cualitativa del problema, se
procede a incluir la informacién cuantitativa. Para cada nodo ¢ del DI, se espe-
cifica un conjunto f2;, una variable X;, y una aplicacién. Si ¢ es de decisién, X;
es la decisién que se toma del conjunto f2;; si ¢ es de azar, X; es la variable alea-
toria asociada con espacio muestral f2;, sobre la que se define la distribucién de
probabilidad dada por 7;(z;|z¢(;)); si i es de valor, X; es la utilidad esperada,
con dominio en 2¢(;) y la aplicacién es U : f2¢(;) — 2, la utilidad esperada en
funcién de los predecesores directos.

La tabla 2 contiene la informacién de los nodos de decisién y de azar para el
problema del reactor; la tabla 3, la del nodo de valor.

t nt
D, | 1 A T| ae | al |am|aelallam
c [ce 98 ae|.660 m| 0 |.288/.313[/0(0( 0
a : al|.244 b |.182(.565(.437|0{0| O
nr| 0| 0[O0 |1f1f1

Tabla 2. Tablas de los nodos de decisién y azar del problema del reactor
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Nétese que se ha anadido a T el estado nr que indica 'no hay resultados’ y
que permite construir w(T'|D;, A), ya que s6lo se observan resultados si se lleva a
cabo el test. De esta forma simetrizamos el problema.

Dl Dz A|Clv D[ D2 A|C|v
nt| c |ae|ce| 8 t|claelce| 7
cf|-4 cf|-5

al |ce| 8 al |ce| 7

cf|-4 cf|-5

am|ce| 8 amjce| 7
cf|-4 cf|-5

a |ae|ce|12 a |ae|cefll
cf|12 cf|11

al |ce| -6 al |ce| -7

cf|-6 cf|-7
am|ce|-10 am|ce|-11
cf}-10 cfl-11

Tabla 3. Tabla del nodo de valor del problema del reactor

3 Evaluacion de diagramas de influencia

Describimos en esta seccién cémo resolver un problema de decisiéon modelizado
mediante un DI. En los arboles de decision, la idea basica es que supuesto que
hemos tomado ciertas decisiones y se han observado ciertos estados hemos llegado
a un nodo que podra ser: 1) terminal, y le asignamos la utilidad de la consecuencia;
2) de azar, y le asignamos la utilidad esperada maxima a partir de ese nodo; 3)
de decisidn, y le asignamos la utilidad esperada de la decisién de maxima utilidad
esperada a partir de ese nodo. Este procedimiento se aplica recursivamente hacia
atrds (en sentido contrario al temporal), utilizando programacién dinamica.

En los DI, la idea es esencialmente la misma, pero aprovechando la estructu-
ra grafica del diagrama para obtener ventajas computacionales. Gréficamente, el
diagrama experimenta una serie de transformaciones que no modifican la politica
6ptima ni la mixima utilidad esperada. Numéricamente, estas transformaciones
redefinen las aplicaciones asociadas a cada nodo, calculando en los de decisién, las
soluciones 6ptimas del problema. Las transformaciones son esencialmente aplica-
ciones del principio de la programacién dindmica y de la férmula de Bayes. Veamos
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primero unas definiciones que necesitaremos posteriormente, y después las trans-
formaciones y el algoritmo.
Suponemos que el DI es regular y orientado.

Definicién 5. Un DI es orientado si tiene exactamente un nodo de valor. m]

Definicién 6. Un DI es regular si

1. es aciclico
2. el nodo de valor no tiene sucesores
3. existe un camino dirigido que contiene todos los nodos de decisién.

||

La propiedad 3 de la definicién anterior requiere un orden total de las decisiones.
Como consecuencia, cualquier informacién disponible en el momento de tomar
una decisién debe también estarlo en decisiones posteriores.

Proposicién 1. Si el nodo de decisién i precede al nodo de decisién j en un DI
regular, entonces {i} U I(i) C I(j). O

Esta propiedad requerira normalmente la adicién de arcos, llamados de memoria,
que hagan explicito ese orden total de las decisiones. Obsérvese que mientras en
el drbol de decisién esto estaba implicito, en el DI del ejemplo 2 (ver figura 6) se
ha anadido el arco de memoria (D,, D,).

Definicién 7. (Nodo sumidero)
Un nodo es un sumidero si no tiene sucesores y e¢s de azar o de decisién. 0O

En general, cualquier nodo que no sea predecesor indirecto del nodo de valor puede
considerarse un sumidero. Obviamente pueden eliminarse los sumideros de un DI
regular y orientado, lo que constituye la primera transformacién. A continuacién
se exponen las otras tres.

— Eliminacion de nodo de azar. Si el nodo de azar i precede iinicamente al
nodo de valor v, puede eliminarse por esperanza condicionada, heredando v
los predecesores de 1.

— Eliminacion de nodo de decisidn. Si no hay sumideros, el nodo de decisién
i € C(v), verificando C(v)\{i} C I(i), puede eliminarse maximizando la utili-
dad esperada (condicionada), registrandose la mejor decisién. v no hereda los
predecesores de i, pudiendo aparecer, por tanto, nuevos sumideros.

— Inversion de arcos. Dado el arco (i, j) entre los nodos de azar i y 7, si no existe
otro camino dirigido entre ¢ y j, puede sustituirse por el arco (j,7) mediante
la aplicacién del teorema de Bayes, con herencia mutua de predecesores.
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El siguiente teorema justifica el paso mas importante del algoritmo de evaluacién:

Teorema 1. (Existencia de nodo de azar eliminable)

Si v tiene predecesores pero no puede eliminarse ningiin nodo de decisién, existe un
nodo de azar que es predecesor condicional de v pero no es predecesor informativo
de ningiin nodo de decisién, y puede eliminarse (tal vez tras inversién de arcos).
Demostracién: Puede verse en [25]. m)

Aplicando de forma reiterada estas transformaciones se tiene un procedimiento
que eliminara todos los nodos hasta que sélo quede el de valor. En ese momento
se han calculado las decisiones éptimas (acumuladas en cada nodo de decisién) y
la maxima utilidad esperada (acumulada en v).

Si S(i) designa al conjunto de sucesores directos del nodo 1, el algoritmo de
evaluacién de DIs, debido a Shachter [25], es:

1. Verificar que el DI es regular, orientado, y anadir arcos de memoria

2. Eliminar sumideros

3. Mientras C(v) # 9,

Si3i e CNC(v): S(i) = {v}, eliminar nodo de azar i
sino,si 3t € DNC(v) : C(v)\{i} C I(3),
eliminar nodo de decisién i
eliminar sumideros creados
si no, encontrar i e CNC(v) : DNS(E) =0
mientras C N S(i) # O
encontrar j € C N S(i): B otro camino de ¢ a j
invertir (i, j)
eliminar nodo de azar i
Utilizamos el algoritmo de Shachter para resolver el ejemplo 2 del reactor. En
el primer paso se puede eliminar tanto A como C. Todas las posibles secuencias de
borrado conducen a la solucién final pero involucran un esfuerzo computacional
diferente. Existen heuristicas para encontrar una buena secuencia [17], ya que
encontrar la 6ptima es un problema NP-completo. Escogemos C como primer
nodo a eliminar. El diagrama resultante seria andlogo al inicial pero sin el nodo
C y sin su arco hacia v. La tabla almacenada en v queda modificada como indica
la tabla 4.
El paso siguiente es eliminar A, invirtiendo antes el arco (A4,T). La figura

7 muestra los diagramas resultantes, donde se observa que v hereda el nodo T
al eliminar A. La tabla 5 indica las operaciones realizadas. Los cdlculos de la
inversién del arco (A4, T) se obtienen de las férmulas:

m(T|Dy, A)m(A)

(T|D1) = Y w(T|Dy, A)7(4) y 7(A|Dy,T) = m(T| D)

A
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D| Dz A v
nt| c |ae|7.76
al |7.76
am|7.76
a|ae| 12
al| -6
am|-10
t|c|ael6.76
al |6.76
am|6.76
alae| 11
al | -7
am|-11

Tabla 4. Tabla del nodo de valor después de eliminar C

m
Figura 7. Eliminacién del nodo A

Procedemos ahora a eliminar D, expresando en cada situacién las decisiones
6ptimas a tomar en D, mediante la funcién ¥p, (ver tabla 6). Después se elimina
T y finalmente D). En la figura 8 se observan las transformaciones del diagrama:
en (a) eliminamos D,; en (b) T, y, en (c), D,.

En la tabla 6 encontramos la solucién para D; y la maxima utilidad esperada
del problema, que es 8.128. Por tanto, se aconseja realizar el test, y si los resul-
tados son excelentes construir el reactor de tipo avanzado; en caso contrario, el
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D1 T Dz v D1 T D2 v
ntim|c |7.76 t |m| c |6.76
D, 7 i a| -4z a |-8.2
T|t|nt Yy b b blc|7.76 b|c|6.76
m e |nr|m|ble| nr
m|.1{0 a | -4z a |-.36
ae|0.40.90| z | z |z|z|.660
b1.3]0 all.7l.46l.06l z | z |zlz| 244 e|lc|7.76 e|c|6.76
nr|0|1 S L - al -4z a |9.04
nr|c |7.76 nr| c {6.76
a |5.496 a|-Tz
Tabla 5. Tablas de inversién y eliminacién de A
D1 T v WD,
nt|m|7.76( c
b (7.76] ¢
e [7.76] ¢ D, v 7
nr|7.76| ¢ nt|7.76 8;’28 =
t (m]6.76] c t (8.128 .
b 16.76] c
e (9.04| a
nr|6.76| c
Tabla 6. Tablas de eliminacién de D,,T y D,

a,

£ )
S

O

(c)

Figura 8. Eliminacién de nodos (a) D2, (b) T, (c) D\
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convencional. Observemos que ¢l nodo de valor actiia como el nodo terminal en
un arbol, acumulando la maxima utilidad esperada en cada paso.

En la préctica, los problemas de decision reales son complejos y es necesario
el uso de software que realice los cédlculos, ver secciéon 4. Pero a menudo, incluso
estos métodos exactos son incapaces de resolverlos y sélo podemos obtener apro-
ximaciones a soluciones 6ptimas. Los métodos graficos hasta ahora vistos tienen
problemas computacionales al manejar, por ejemplo, variables continuas de azar
y/o de decisién: el teorema de Bayes y los cdlculos de esperanzas con variables
continuas requieren tipicamente integracién numeérica, y maximizar la utilidad es-
perada sobre una variable de decisién continua requiere usualmente una bisqueda
iterativa. Estos dos problemas incrementan la carga computacional en problemas
de gran dimensidn.

Una posibilidad es utilizar simulacién. En otros capitulos se ha visto que exis-
ten numerosos métodos de simulacién para Redes Bayesianas, por ejemplo [22].
Por contra, sélo conocemos algiin esbozo de un método de simulacién en AD, en
[16] y [6], si bien tales métodos resultan intratables en presencia de espacios de
decisién continuos.

En [1] se propone un método de Montecarlo para resolver problemas de AD.
En él, se considera una distribucién artificial aumentada sobre el espacio producto
de decisiones y estados, de forma que su marginal en el espacio de decisiones es
proporcional a la utilidad esperada de la decisién y, en consecuencia, la solucién
6ptima coincide con la moda de la marginal.

Especificamente, si consideramos el DI genérico de la figura 9, el problema de
resolucién del DI se formula

max V(d) = millx/u(d,z,(),y)(lp,l((),y|r)
donde
pa(8,y|x) o p(0)p(x]0)pa(y|6). (1)

Aumentamos ahora la medida de probabilidad dada en (1) a un modelo de
probabilidad para (6, y,d) definiendo una funcién de densidad conjunta

h(0,y,d) < u(d, x,0,y) - pa(6,y|z),

suponiendo que u es positiva y acotada. La moda de la distribucién marginal
h(d) o [ [u(d,z,0,y)pa(8,y|zx) d6 dy = V(d) corresponde a la decision 6ptima
d-.

Se sugiere entonces la siguiente aproximacion:
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Figura 9. DI genérico

1. Tomar una muestra (6!,y',d"),...,(8",y",d") de la distribucién aumentada
h(8,y,d).

2. Marginalizar a una muestra (d', ...,d") de h(d).

3. Hallar la moda de esta muestra.

Los pasos clave son 1 y 3. Para 3, acudimos principalmente a las herramientas
del analisis exploratorio de datos para identificar aproximadamente d*. Para 1, ya
que no sera posible en general muestrear directamente de la distribucién artificial,
introducimos varios métodos de simulacién de Montecarlo con cadenas de Markov
(MCCM), ver por ejemplo [29], que proporcionan una muestra aproximada. Los
métodos MCMC construyen una cadena de Markov de la que es directo simular y
cuya distribucién de equilibrio es la distribucién deseada, en nuestro caso h(6, y, d).
Entonces, si simulamos la cadena durante un periodo largo de tiempo, eliminando
los valores transitorios de la fase inicial, podemos usar los valores simulados de la
cadena como muestra aproximada de la distribucién deseada.

El método es aplicable a DIs con estructura no secuencial, es decir, los nodos
de decisi6én no pueden tener como predecesores a nodos de azar que tengan a su vez
distribuciones que dependen de otros nodos de decisién, aunque en [1] se da alguna
idea sobre cémo extender el método a DI secuenciales. No hay mads requisitos,
pudiendo ser continuas y no conjugadas las distribuciones de probabilidad, los
espacios de decisiones continuos y la funcién de utilidad arbitraria.

El ejemplo 2 del reactor nos permite ilustrar el procedimiento. Con la nota-
cién del DI genérico, el problema incluye dos nodos de decisién d = (D, D3),
donde D, € {nt,t} y D, € {c,a} y tres nodos de azar: y; = T € {m,b,e},
y2 = C € {ce,cf} e y3 = A € {ae,al,am}, correspondiendo al resultado del
test, los accidentes del reactor convencional y los accidentes del reactor avanzado,
respectivamente. No hay parametros desconocidos §. El problema es secuencial
ya que la decision D, puede depender del valor de y; y de la primera decisién
D,. Para adaptarlo a los requisitos de nuestro algoritmo de simulacién, reempla-
zamos la segunda decisién por una lista de nodos de decisién con un nuevo nodo
separado, correspondiente a cada escenario posible de los nodos predecesores. Por
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tanto, reemplazamos D, por el par (D}%, D§), donde D§ es el tipo de reactor a
escoger si D; = t,y1 = e; y D} es el tipo a escoger en otro caso. Nétese que la
decisién bajo (D, = t,y; = m) estd fijada por la compaiiia como D, = c. El nodo
de decisién D3 se podria partir mds, en D}, DS, correspondiendo a las decisiones
a tomar si (D, = nt) y (D, = t,y, = b), respectivamente. Sin embargo, esto
no es necesario, pues D) ya separa estos dos escenarios en el sentido siguiente:
(Dy = t,D}?) es la decisién que corresponde a realizar el test y obtener un buen
resultado; (D; = nt, D}®) es la que corresponde a no realizar el test. La figura 10
resume el problema.

IOy

cie

Y

Figura 10. DI modificado para el problema del reactor

El algoritmo propuesto es el siguiente:
1. Comenzar con valores (d°,y°) arbitrarios. Hacer i = 1.
Hasta que se juzgue convergencia

2. Evaluar u! = u(d~!,y* ).
3. Actualizar (d,y)
(a) Generar

(d,§) ~ g(dld)p3(§) = g(d|d)p;(i1|y3)p(F2)p(¥3) (2)

(b) Evaluar @ = u(d, §).
(c) Calcular

— h‘((L 17) pd“‘(yi_l) —_ u
a—mm{l,h(d'._l,yi_l) 2@ = min l’ul .

(d) Hacer

(d.y) = { gg, 7) con probabilidad a,

i1 4i=1) en otro caso.

4. Haceri =i+ 1.
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Los pasos 3(a) y 3(b) implementan una cadena de independencia, usando p;(§)
como distribucién de prueba. Sélo necesitamos una distribucién de prueba g, la
funcién de utilidad para la evaluacién y algoritmos para generar de pq(y), lo que
sera, en general, factible, ya que estas distribuciones se definen explicitamente en
el DI, ver (2).

Para la distribucién de prueba, dada la naturaleza discreta de d, tomamos
aleatoriamente, con probabilidad 1/6, uno de los seis elementos de d. La tabla
7 muestra las probabilidades estimadas h(d), después de 100000 iteraciones del
algoritmo.

D, D3* D5|h(d)
nt c 0.178
nt a 0.158
t ¢ c¢ (017
t ¢ a |0.182
t a c¢ (015
t a a [0.162

Tabla 7. Probabilidades marginales estimadas h(d) = s - (V(d) + ), con una traslacién
comin § = +11 y escala s (desconocida)

Como h(d) x V(d), vemos en la tabla 7 que la decisién 6ptima es la misma
que ya obtuvimos. Este problema es muy sencillo pero el método de simulacién
propuesto permite la adaptacion directa a estructuras mucho mas complejas. Por
ejemplo, el modelo de probabilidad podria extenderse a distribuciones a priori
mas complicadas para los parametros de p(y;), p(y2) y p(y3), sin incrementar la
complejidad del algoritmo de simulacidn; también, la funcién del beneficio podria
venir dada como un modelo mas complicado de prediccién.

4 Aplicaciones y software

Las técnicas vistas en este capitulo para estructurar y resolver problemas de
AD requieren ser implementadas para su utilizacién en problemas reales que, en
general, son de gran tamarfio y complejidad. Estas dificultades no deben condu-
cirnos a que el modelo se ajuste a la técnica escogida, mds que a las necesidades
del decisor. La implantacién en ordenadores conduce a sistemas de ayuda a la de-
cision [4], con médulos que abarcan todas las fases del ciclo del AD, y a sistemas
de decision inteligentes [13], conjugindose entonces con los sistemas expertos. En
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esta seccién describimos dos aplicaciones reales que hemos desarrollado y reco-
mendamos software representativo de utilizacién actual para el AD.

4.1 Software

Del software existente en el mercado destacamos los siguientes programas:
Logical Decision [19], se utiliza para la asignacién de utilidades. Para modelizar
problemas utilizando arboles de decisién es recomendable Supertree [20], escrito
en APL; siendo el primer paquete de AD completo comercializado, mientras que
para DI destacamos InDia [15], escrito en Pascal. Sin embargo, resultan mucho
mejores los programas que utilizan técnicas mixtas, aprovechando las ventajas de
cada uno de los dos métodos, como hacen DPL [11], y DATA [10], escritos en C
y C++, respectivamente, y ejecutidndose en entornos WINDOWS.

4.2 Aplicaciones

Describimos brevemente dos aplicaciones desarrolladas en dominios especificos:
gestion de la ictericia neonatal y gestion de embalses.

Ejemplo 3. (Ictericia neonatal)

La ictericia ocurre cuando la bilirrubina aumenta en el sistema sanguineo en lugar
de ser excretada desde el higado hasta el intestino y fuera del cuerpo. Caracteriza-
da por un aspecto amarillento de la piel, la ictericia es muy frecuente en los recién
nacidos porque el higado estd ain inmaduro y no funciona normalmente. Se debe
distinguir la ictericia fisiologica de su versién mds grave, la ictericia patoldgica,
con la que la hiperbilirrubinemia puede daiiar el cerebro y el sistema nervioso
central si no se trata, pudiendo producir incluso la muerte. No existe consenso
respecto a cuando es mejor comenzar el tratamiento, es decir, en qué situacion el
nivel de bilirrubina es lo suficientemente alto como para requerir tratamiento. En
[24] se describe en detalle la modelizacién del problema mediante un DI.

La figura 11 muestra el DI. Observemos el gran tamano del grafo al tratar-
se de un problema muy complejo. Los nodos sombreados indican que aparecen
dos veces en el diagrama, para no tornarlo mds engorroso. La primera decisién a
tomar es si se ingresa o no al nifio, conociendo en ese momento ciertos aspectos
suyos y de la madre (edad, peso, tipo de parto, grupos sanguineos, factores Rh,
concentraciones de bilirrubina y hemoglobina), asi como resultados de algunos
test que dan indicios de enfermedades relacionadas con el problema, como la asfi-
xia perinatal y la isoinmunizacién. En caso de ser ingresado, se trata al paciente
en varias etapas hasta que mejora. Las terapias posibles son la observacion, la
fototerapia (exposicién a luz que mitiga el exceso de bilirrubina), o la exangui-
notransfusién (cambio completo de la sangre), la cual entrana un riesgo alto de
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Figura 11. Diagrama de influencia del problema de la ictericia

mortalidad, entre otros riesgos detectados. Las enfermedades que se consideran
aparecen encerradas a la derecha del grafo, representando por simplicidad sélo
una vez, los arcos comunes a todas, que emergen de cada una. Las consecuencias
se valoran en el nodo U, que depende de aspectos tales como coste econémico,
social, emocional (experimentado por los padres), riesgos derivados del ingreso,
danos debidos al tratamiento, y debidos a la hiperbilirrubinemia. Para todas, salvo
el coste econémico, se definieron escalas construidas para cuantificarlas.

Se escogid el DI para su estructuracién pues si se representara mediante un
arbol, tendria del orden de 10'® nodos terminales (si se tienen en cuenta todos los
caminos incluyendo los imposibles), haciendo del arbol un método grafico ineficaz
e inmanejable. El sistema creado para este problema es IctNeo, que gestiona la
representacién del problema y su evaluacién, y a través de un interfaz de usuario
muestra los resultados al médico, incorporando explicaciones. O

El otro sistema desarrollado es BayRes [23], para resolver problemas de ges-
tién de embalses. Consta de tres mddulos: el primero es para predecir las entradas
al embalse, utilizando modelos dindmicos lineales; el segundo cuantifica las pre-
ferencias del gestor mediante una funcién de utilidad multiatributo; el tercero
resuelve el problema buscando las decisiones (c.g., cantidad de agua a soltar por
aliviaderos y por turbinas) de maxima utilidad esperada. La bisqueda exacta de
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éstas es infactible para problemas con un horizonte amplio de planificacién, por
lo que adoptamos una estrategia que busca decisiones buenas, en el sentido de
no separarse demasiado de una trayectoria de referencia marcada por el gestor y
guiada por el sistema.

5 Temas avanzados y cuestiones abiertas

En las secciones anteriores hemos hecho una breve introduccién sobre algunos
aspectos bdsicos de los modelos grificos para toma de decisiones, con énfasis en
los DIs. Existen otras cuestiones y temas abiertos que en estas breves lineas sélo
se pueden mencionar puntualmente.

En primer lugar, existen otros muchos modelos graficos interesantes en el AD.
Mencionemos las redes de evaluacién [28] y los diagramas de decisién secuenciales
[9]. Un problema que hemos vislumbrado en los ejemplos es el de la asimetria.
Numerosos problemas de decisién reales son asimétricos, en el sentido de que,
supuesto lo representamos mediante un arbol, no todos los caminos de la raiz a
un nodo terminal, siguen la misma secuencia de nodos. Bielza y Shenoy [3] dan una
descripcién completa del problema de la asimetria con los distintos formalismos
graficos.

Hemos descrito un método muy potente de deteccién de la alternativa éptima
en un diagrama, basada en simulacién de un modelo aumentado de probabili-
dad. Una alternativa es convertir el diagrama en una red bayesiana, utilizando
el método de Cooper [8] y aplicar alguno de los métodos descritos en el resto de
capitulos. Sin embargo, tal método requiere, esencialmente, la evaluacién de la
utilidad esperada para cada alternativa, con lo que nuestro método resulta mas
eficiente. Otra ventaja de este método es su aplicabilidad a problemas continuos,
con modelos de probabilidad no conjugados, funciones de utilidad arbitrarias,...
El andlisis de tales problemas continuos es, en general, muy complejo, salvo en
modelos gaussianos, ver [27]. Una posibilidad en este caso es utilizar algtin tipo
de heuristica, como la miope modificada por una trayectoria de referencia como
en [23].

La dificultad esencial surge de las dificultades de la programacién dindmica
para afrontar problemas de decisién secuencial estocésticos. De hecho, seria de-
seable la extension de nuestro método de simulacién a problemas secuenciales.
Algunas posibilidades se apuntan en [1]. Otras posibilidades residen en el empleo
de esquemas inteligentes de discretizacién, o resultados de métodos recientes en
programacion dindmica, como la programacion dindmica neural o el método de
alcanzabilidad.

Hemos indicado que un uso fundamental de estos métodos es el desarrollo de
sistemas de decision inteligentes, para ayudar en la toma de decisiones en situa-
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ciones que se repitan. Una vez construido tal sistema puede ocurrir que debamos
tratar casos parcialmente observados, bien en nodos de azar, bien en nodos de
decisién. Para estas situaciones deben desarrollarse métodos similares a los de
actualizacién de redes probabilisticas, ver [18].

También puede ocurrir que los diagramas estén parcialmente especificados, en
el sentido de que se dispongan de restricciones sobre las utilidades y las proba-
bilidades. El decisor se siente mas cémodo dando, por ejemplo, un rango para
las utilidades/probabilidades al tener una capacidad de discriminacién finita. En
tal caso, deberian proporcionarse esquemas de calculo de politicas no dominadas,
como en [2]. Tal método proporciona un primer paso hacia el desarrollo de una
aproximacion al andlisis de sensibilidad en DIs, un tema en el que aiin falta mucho
por hacer. Con el andlisis de sensibilidad, se acometen tareas de revisién y rea-
signacién de las utilidades y probabilidades estudiando qué implicaciones tienen
sobre las decisiones 6ptimas.
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Resumen

En este trabajo abordaremos el estudio de los modelos gréficos dinamicos
para representar sistemas estocdsticos temporales. En primer lugar justificare-
mos la utilizacién de las redes de creencia dindmicas como modelo grafico para
representar y manejar los sistemas dindmicos. Identificaremos los problemas
clasicos que se plantean en los sistemas dinamicos y plantearemos su solucién
mediante la utilizacién de redes de creencia dindmicas. Por iltimo aplicaremos
todo lo estudiado anteriormente a los problemas de planificacién y control, para
ello definiremos el problema y plantearemos su solucién mediante los modelos de
redes estudiados y finalizaremos con una aplicacién concreta como ilustracién a
todo lo anterior.

1 Introduccién

La mayoria de las investigaciones en razonamiento probabilistico se han cen-
trado en la construccién y uso de modelos fundamentalmente estiticos, en los
cuales las relaciones temporales entre las variables del modelo son fijas e inva-
riantes en el tiempo. Las predicciones o cdlculos de las probabilidades a posteriori
dado un conjunto de observaciones no varian con el tiempo. En estos modelos
estdticos se tiene solo en cuenta las observaciones actuales para predecir el estado
del sistema sin posibilidad de tener en cuenta la historia de la evolucién temporal
de las observaciones en el sistema.

Aunque algunos problemas dindmicos se pueden resolver con modelos estaticos
parece mads razonable considerar en el modelo resultante la evolucién temporal del
sistema, con los medios necesarios para poder actualizar las relaciones que depen-
dan del tiempo. En comparaciéon con los modelos estiticos, una consideracion
temporal en el modelo enriquiceria el mismo con la informacién de la tendencia
temporal del sistema asi como con métodos para poder actualizar ¢l modelo en
respuesta a las observaciones de la historia del proceso evolutivo del sistema.
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Ejemplo 1. Vamos a suponer que tenemos la red de creencia descrita en la figura
1 para monitorizar el proceso de siembra y recoleccién del trigo.

En dicha red tenemos la informacién necesaria para poder obtener median-
te algoritmos de inferencia, por ejemplo el método Hugin, de manera eficiente
P(CPS|T,ES,SNV) o P(F|T,ES,SNV), etc. Hemos de notar, sin embargo que
estas distribuciones de probabilidad a posteriori son vilidas solo para un perio-
do de tiempo determinado, por ejemplo una semana, ya que claramente existen
variables en el sistema que dependen del tiempo. Por otra parte, en un proceso
dindmico han de tenerse en cuenta no solo las evidencias que tenemos en este ins-
tante de tiempo sino también la llegada de nueva evidencia, ademas de la actual,
para un proceso de razonamiento.

C. Hoja afectada por CHM

el Moho

Superfice Neta de
Hoja verde

Cantidad de Enegia
Solar

M (  Microclima Actividad de Fotosintesis AF

Cantidad de Produccion
Seca

Cps

Figura 1. Red de creencia para un sistema de produccién de trigo.

En primer lugar, como hemos comentado, parece razonable que un modelo
gréfico dindmico pueda tener en cuenta las observaciones histéricas, sin embargo
existe otra razén por la que es recomendable ampliar el modelo de la red de
creencia. Si observamos de nuevo la estructura de la red de la figura 1, parece
légico establecer la siguiente relacién: La cantidad de hoja afectada por el moho
es causa directa para la superficie neta de hoja verde y ésta a su vez influye
directamente en el microclima, pero de nuevo éste influiria de manera directa en
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la cantidad de hoja afectada por el moho. Este tipo de relaciones no se pueden
representar directamente en una red de creencia ya que se estableceria un bucle
dirigido no permitido.

Por estas razones ha de plantearse la utilizaciéon de un modelo grifico que
permita representar sin ningun problema las situaciones que hemos planteado y
realizar procesos de razonamiento validos.

Recientemente se ha desarrollado una extension de las redes de creencia, las
redes de creencia dindmicas, que caracterizan la evolucién temporal del sistema
mediante un modelo de evolucién que establece las dependencias temporales entre
las variables del sistema en cuestién. Para nuestro ejemplo, una modelizacién
temporal del sistema de produccién podria parecerse al de la figura 2. Con este
modelo desde el instante de tiempo to hasta t,_;, es decir, desde el inicio del
proceso dindmico hasta el final del mismo, nos permitiria solventar las cuestiones
que plantedbamos en un principio, estas son, tener en cuenta la evolucién histérica
de las observaciones y por otra parte establecer relaciones temporales entre las
variables de una manera explicita.

a

Se han desarrollado modelos dindmicos para el razonamiento temporal pro-
babilistico, tales modelos pueden ser aplicados a un gran campo de aplicaciones
como la prediccién, control, planificacién, problemas de simulacién, etc. En este
trabajo nos centraremos en el estudio de las técnicas de inferencia con modelos
graficos dindmicos probabilisticos.

Los investigadores en el campo de la estadistica han desarrollado numerosos
métodos para razonar sobre las relaciones temporales entre las variables que des-
criben un modelo. Este campo, generalmente conocido como andlasis de series
temporales, es una coleccion de muestras de un proceso evolutivo estocdstico con-
sistente en un conjunto de observaciones que se realizan secuencialmente conforme
evoluciona el tiempo. Se han obtenido buenos métodos para resolver este tipo de
problemas cuando las relaciones temporales que se describen no son complejas y
son lineales. Solo recientemente se han unido de alguna forma este dltimo campo
y el del estudio de la representacién del conocimiento incierto mediante redes de
creencia, dando lugar al modelo de red de creencia dindmica.

En general, en un modelo dindmico, consideraremos un conjunto de variables
aleatorias X (tx), que describen el estado del mundo en el instante de tiempo,
discreto, t;, como por ejemplo la variable temperatura del ejemplo anterior. En
estos modelos nos interesan conocer las creencias relacionadas con un mundo cam-
biante. Si tenemos la evolucién histérica de una determinada observacién desde
to, ..., incluido éste, tendremos una serie de observaciones O(tp),...,O(tx) y el
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Figura 2. Red de creencia dindmica para un sistema de produccién de trigo.
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primer problema que se nos puede plantear solucionar sera el de calcular la creen-
cia del estado del sistema en este instante de tiempo t;, en base a la evidencia
acumulada hasta t;. En términos de probabilidad sera calcular la expresién:

P(X(t)|O(to), - - -, O(tk))

Calcular la expresién anterior de manera directa puede ser bastante complejo,
asi que podemos simplicar bastante su célculo si consideramos que el problema es
de tipo markoviano, esto es, la distribucién del estado actual depende exclusiva-
mente del estado anterior. En términos de probabilidad esto quiere decir que:

P(X ()| X (to), ..., X (tk=1),0(to),...,0(tx)) = P(X(tx)| X (tk=1),0(ts))

A este tipo de modelos dindmicos markovianos se les denomina en la literatura
estadistica Modelos Dindmicos Markovianos Parcialmente Observables MDMPO,
modelos que se caracterizan por tener un conjunto de observaciones en cada ins-
tante de tiempo. En estos modelos el conjunto de observaciones en ;. solo depende
del estado actual del sistema, es decir de X (¢;.), en términos de probabilidad:

P(O(t1)| X (to), - - ., X (&), O(to), - . ., O(tk-1)) = P(O(tx)| X (tx))

Fijémonos en que parece razonable el pensar que el conjunto de observaciones
en t; nos ayude a estimar el estado actual del proceso dindmico junto con el estado
previo del sistema. Las expresiones que hemos visto nos llevan de una manera
natural a definir una modelo grifico que establezaca las relaciones comentadas.

e MODELO DE EVOLUCION DEL ESTADO

Observaciont, , Observaciont,,

Figura 3. Modelo Grafico para un MDMPO.

’ MODELO SENSORIAL

En la figura 3, el modelo de evolucién del estado corresponde al modelo de
transicién entre estados del sistema, en términos de probabilidad se corresponde
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con la distribucién P(X (tx)| X (tx—1)) y el modelo sensorial se corresponderd a la
distribucién P(O(tx)| X (tk))-

El conjunto de expresiones que hemos visto hasta ahora nos permite simplifi-
car de manera significativa el cédlculo correspondiente a la estimacién del estado
actual del sistema P(X(tx)). El cdlculo se puede realizar en dos fases: (a) Fase
de prediccién y (b) Fase de estimacién. Estas dos fases son una generalizacién de
las técnicas bien conocidas en el andlisis de series temporales con el nombre de
filtracion de Kalman (Kalman filters), estas técnicas se aplica universalmente en
problemas de monitorizacién y control de todo tipo de sistemas dinamicos, desde
plantas quimicas hasta proyectiles dirigidos.

El célculo de P(X (t;)) se podra realizar de la siguiente forma:

— Fase de Prediccién: Primero, se predice la distribucién de probabilidad en
aquellos estados que habriamos esperado, con base al conocimiento que dis-
ponemos acerca del estado anterior:

P(X(t)) = Z P(X (k)| X (tk-1) = (tk—1)) P(X (tk-1) = z(tk-1))
X(tr-1)

— Fase de Estimacién: Tenemos ahora una distribucién que se extiende a través
de las variables de estado actuales, basada en todo menos en las observaciones
recientes. La fase de estimacion actualiza lo anterior a través de la observacion
en el instante t;:

P(X(t)|O(tk)) = aP(O(tx)| X (¢x)) P(X (£))
y en donde a es una constante de normalizacion.

El trabajo presentado se estructura de la siguiente forma: En la siguiente sec-
cién estudiaremos de una manera mds formal la definicién de las redes de creen-
cia dindmicas, identificaremos los problemas cldsicos que se pretende resolver para
posteriormente plantear metodologias generales para sus soluciones. Finalizaremos
mediante el estudio de la aplicacién del formalismo estudiado a los problemas de
control y planificacién.

2 Redes de creencia dindmicas

En este punto del trabajo vamos a estudiar y definir de una manera for-
mal cémo se puede representar la evolucién temporal del estado de un sistema
dindmico mediante redes de creencia.
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Como hemos descrito anteriormente la evolucién temporal del estado de un
sistema se representa en general mediante distribuciones temporales del tipo
P(X ()] X (tx-1)) que describen de qué manera depende el estado actual del
estado inmediantemente anterior. Vamos por tanto a suponer que se cumple la
propiedad de Markov. Ademads consideraremos que estamos en el supuesto de con-
dicién estacionaria, es decir, que dichas distribuciones no cambian con el paso del
tiempo, son las mismas para cada instante de tiempo .

Por otra parte, para representar el estado en un sistema dindmico vamos a
tener un conjunto de variables de estado X, ademds deberemos tener una serie
de distribuciones de probabilidad que indiquen las dependencias entre las varia-
bles de estado en un mismo instante de tiempo, es decir, distribuciones del tipo
P(X;|Pad(X;)). Estas distribuciones no dependen de la evolucién temporal y son
las mismas que describen la estructura de una red de creencia estdtica. Vamos
a suponer que estas distribuciones se mantienen igual durante todo el proceso
evolutivo del sistema. Por tanto este tipo de dependencias dan lugar a una red de
creencia estdatica que definen las relaciones entre las variables del sistema dentro
de un mismo intervalo de tiempo.

Si consideramos la evolucién temporal del sistema junto con lo que hemos
descrito en el parrafo anterior, nos dard como resultado la definicién de una red
de creencia dindmica. Asi pues, en una red de creencia dinidmica tendremos dis-
tribuciones de probabilidad en donde se especifiquen tanto las dependencias den-
tro del mismo intervalo de tiempo y las dependencias del intervalo de tiempo
inmediatemente anterior, dando lugar a distribuciones de probabilidad del ti-
po: P(Xi(tx)|Pad,, (Xi(tx))UPad,,_, (Xi(t))), siendo Pady, (Xi(ts)) el conjunto
de padres de la variable X;(;) en el mismo intervalo de tiempo, y por tanto
Pady, _,(Xi(tr)), el conjunto de padres en el intervalo de tiempo inmediantamen-
te anterior.

Formalmente una Red de Creencia Dindmica (RCD) cubre un nimero de pe-
riodos de tiempo n. Sea G = (V, E) un grafo dirigido aciclico que describe la
estructura del modelo dindmico. Si ¢y es el primer modelo de la red, entonces V
lo forman los subconjuntos disjuntos, V (tp), ..., V(t,,—1). Es decir,

th-1
V=V(to,n) = |J V(1)

t=to

Al conjunto de arcos dirigidos

E'"™P(ty) = {(v,u) € E|v € V(tk-1),u € V(tr)}, to < tr < tn_r,
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se le denomina arcos temporales o relaciones temporales, de un periodo de tiempo
t y define cémo la distribucién de las variables del periodo de tiempo t son dadas
condicionalmente sobre la distribucién de las variables del periodo de tiempo
t — 1.(Figura 4)

(o] o] T 7 Rp

ég:i <

10) 1) t(n-1)

Figura 4. Red de Creencia Dindmica. Los arcos temporales aparecen como curvas.

El conjunto E de arcos de G puede describirse como sigue.

tn-1
E = E(to,n) = E(to) U | E" (1),

t=to

donde E(tx) C V(tx) ® V(tx) y E*(tx) = E(tr) U E'™P(ty).

Como hemos visto, asumiremos que las estructuras de los periodos de tiempo
en una RCD cumplen la propiedad de Markov, es decir, el futuro es condicional-
mente independiente del pasado dado el presente. Formalmente, y en términos de
condiciones de independencia lo podemos notar como:

I(V(to) -, V(tk=1)V @V (Ek41), s V (En-1))

para k > 0 y n > 0. Dando lugar a las distribuciones de probabilidad expresadas,
es decir P(X;(tx)|Pady, (Xi(tx)) U Pady, _, (Xi(tk)))-

En definitiva, una RCD se puede considerar como un grafo dirigido aciclico,
en donde el conjunto de variables se repiten en el tiempo y el conjunto de arcos
estd compuesto por los arcos temporales que interconectan periodos de tiempo
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consecutivos y arcos no temporales que interconectan las variables en el mismo
periodo de tiempo.

Bien, una vez representado un sistema dinamico mediante una estructura bien
conocida como son las redes de creencia, podremos pensar que las tareas que
involucran los procesos de razonamiento en este tipo de sistemas se podran resolver
mediante algoritmos de inferencia tratados en trabajos anteriores. Por ejemplo
si estamos en el paso temporal actual ¢, entonces tendremos evidencias para
diferentes nodos de nuestra red hasta el momento t;, incluido éste, entonces sera
posible actualizar nuestras creencias para todos los nodos pertenecientes a nuestra
red de creencia dindmica mediante algoritmos de propagacién, bien exactos por
ejemplo Hugin , o bien mediante algoritmos aproximados.

Si bien esto iltimo es cierto, existe una razén fundamental para pensar de-
tenidamente en realizar los procesos de actualizacién de nuestro conocimiento de
una forma mads razonable, ya que una red de creencia dindmica puede resultar
extremadamente grande como para que los algoritmos de inferencia estudiados
hasta ahora resulten ineficientes.

En primer lugar hemos de definir los problemas que clasicamente se nos plantea
resolver en sistemas evolutivos para después estudiar las maneras mds eficientes
de tratarlos mediante las redes de creencia dindmicas.

Existen fundamentalmente dos problemas cldsicos que se quieren resolver en
cualquier sistema que evoluciona con el tiempo. El primero es determinar el estado
actual del sistema dada la evidencia acumulada hasta el momento y el segundo serd
determinar el estado del sistema en un futuro dada la evidencia disponible hasta el
instante en cuestion. El primer problema recibe el nombre de monitorizacion del
sistema y el segundo se le denomina prediccion del comportamiento del sistema.

Como hemos comentado, el primer problema que se pretende abordar en un
sistema dindmico es el de la monitorizacion del sistema, esto es, si el paso de tiem-
po actual es t;, determinar la creencia en t; de las variables de estado del sistema
teniendo en cuenta la evidencia observada hasta el instante ¢, incluido éste. En
términos de distribuciones de probabilidad, estamos interesados en calcular:

P(Xi(t)|O(to), - - -, O(tk))

parai =1,...,m, siemdo m el nimero de variables de estado del sistema.

El problema de la prediccién en un sistema dindmico pretende conocer el es-
tado del sistema en instantes posteriores o futuros al periodo de tiempo actual o
presente t;,. Hemos de notar que en este tipo de problemas parece légico supo-
ner que no tenemos ninguna evidencia u observacién en los instantes de tiempo
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que corresponden al futuro, es decir, para variables del sistema que pertenecen
a periodos posteriores a t;. En términos de probabilidad, al igual que en el caso
anterior, estamos considerando calcular la siguiente expresion:

P(Xi(tk+j)lo(t0)) ey O(tk))

parai=1,....myj=1,...,(n — k- 1), donde m, de nuevo, es el nimero de
variables de estado del sistema y n es el nimero de periodos de tiempo total del
sistema dinamico.

Si bien estos dos problemas anteriores son los que habitualmente se pretenden
resolver, existen situaciones en las que podemos estar interesados en considerar
las observaciones producidas en el pasado, presente y futuro, o lo que es lo mismo,
actualizar todo el modelo a la luz de toda la evidencia disponible hasta un periodo
de tiempo determinado. Hemos de notar que entonces ¢, no se refiere tanto al paso
actual de tiempo en el proceso, sino mds bien un indice de referencia dentro de
la red de creencia dindmica. A este problema se le suele conocer como suavizado
del sistema en la teoria de control y se utiliza para eliminar incertidumbre en el
sistema, ya que se tienen en cuenta toda la informacién disponible en el proceso
evolutivo del mismo. En términos de probabilidad lo que se pretende calcular es
la siguiente expresioén:

P(Xi(tx)|O(to), - - ., O(t;))
donde k =0,...,J.

Vamos por tanto a pasar a estudiar como se pueden resolver estos tres tipos de
problemas que hemos descrito teniendo en cuenta las especificaciones del modelo
de red de creencia dindmica que hemos definido.

2.1 Monitorizacién de un sistema dinamico

Como hemos estudiado en los apartados anteriores, un problema tipico en el
andlisis de series temporales es el de monitorizacién, que como hemos descrito
serd calcular la siguiente expresién en términos de probabilidad:

P(Xi(t)|O(to), - - -, O(tr))

parai=1,...,m, siemdo m el nimero de variables de estado del sistema.

Ahora, fijindonos en la figura 3, observamos que en tales modelos existen
dos tipos de nodos, (a) los nodos correspondientes a la descripcién del modelo y
(b) los nodos que corresponden a las observaciones en cada intervalo de tiempo,



Modelos Gréficos Dindmicos 197

por consiguiente, podremos establecer las siguientes sentencias de independencia
condicional:

I(Xi(te—1), Xi(tes1)| Xi(te)) =
P(Xi(tks1)| Xi(te), Xi(tr-1)) = P(Xi(tes1)| Xi(tr))

I(O(tr-1), O(tr)| Xi(tr)) =
P(O(t)|O(tk-1), Xi(tr)) = P(O(tx)| Xi(tr))

Partiendo de las expresiones anteriores se puede reescribir la expresién

P(Xi(t)O(to), ., O(t)) = aP(O(t)| Xi(t)) X

Y PXi(to)lXi(te-1)) P(Xi(ts-1)|O(to), ., O(tk-1))
X(te-1)

donde a es una constante de normalizacion.

Si denominamos a Fy, = P(X;(t)|O(to),-..,O(tr)), y volvemos a la expresién
anterior, entonces tendremos:

Fy, = aP(O(t)|Xi(te) x Y P(Xi(te)|Xi(te-1))Fe,._,
X(tr-1)

Por consiguiente, tendremos una expresién recursiva que depende del instante
de tiempo anterior.Por tanto, partiremos de los instantes de tiempo iniciales y a
partir de ellos iremos calculando la expresién anterior.

Mediante el estudio realizado se puede establecer un método general para
realizar el proceso de monitorizacién de un sistema dindmico. El ciclo del proceso
consta de los tres pasos siguientes:

1. Fase de Prediccion: Partiremos de la red correspondiente a dos intervalos
de tiempo consecutivos, es decir t;_; y t;. Hemos de notar que previamente
tenemos calculado P(X;(tr—,)), en la que hemos incorporado toda la evidencia
acumulada hasta el momento y que incluye O(tx—;). También hemos de ver
que la porcién de red tr_; no tiene relacién con porciones anteriores en el
tiempo. Las variables de estado de t;_; si tienen relacién con probabilidades
anteriores. Calcularemos ahora el vector de probabilidad P(X;(ts)), para lo
que se puede realizar un proceso de actualizacion de creencia estdndar de una
red de creencia aplicado a la evidencia O(t;_).
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2. Fase de Eliminacién: Ahora eliminamos la porcién de red que corresponde al
instante de tiempo t;_;. Para ello, hay que afiadir la tabla de probabilidad
anterior de las variables de estado que correspondan al instante de tiempo
t;.. Esta probabilidad es justamente la que hemos calculado anteriormente,
es decir: P(X;(tx)), dada la evidencia acumulada hasta el momento, incluido
O(tr—1).

3. Fase de Estimacién: Anadimos ahora una nueva observacién O(t;), aplicando
la actualizacién estandar de una red de creencia para el cdlculo de P(X;(tx)),
que es la distribucién de probabilidad en el estado actual. Luego afadiremos
la porcién correspondiente para t;4;. La red quedaria lista para el siguiente
ciclo.

2.2 Prediccién de estados futuros de un sistema dinamico

En el an’alisis de series temporales una aplicacion tipica es la de realizar pre-
dicciones en los procesos estocasticos considerados, esto es, calcular estimaciones
de las distribuciones de las variables futuras desde las observaciones del pasado y
cl presente. En términos de probabilidad tedremos que calcular la expresién:

P(Xi(tk+;)|0(to), - - -, O(tx))

parai =1,...,my j=1,...,(n - k — 1), donde m es el nimero de variables
de estado del sistema y n es el nimero de periodos de tiempo total del sistema
dinamico.

Dentro del modelo computacional presentado, la prediccién es una extensién
directa del proceso de monitorizacién. Para ello tomaremos la red después del
paso 3 del método anterior, afnadiremos porciones de la red de creencia dindmica,
es decir tg41,...,tk+j, ¥ aplicaremos un algoritmo de inferencia en la red de
creencia resultante para calcular las distribuciones de estados futuros dada la
evidencia acumulada hasta el instante de tiempo actual.

De todas formas este método consume mucho tiempo en las operaciones rea-
lizadas ya que la red resultante puede resultar demasiado grande para que los
algoritmos de inferencia sean eficientes. Asimismo también implica un numero
alto de operaciones innecesarias ya que el cidlculo que se realiza entra en una es-
pecie de contradiccién entre la exactitud deseada y la confiabilidad, en general,
que puede ser alcanzada en los procesos de prediccién, ademas hemos de tener en
cuenta que habitualmente las predicciones se realizan en un pequefio mimero de
variables de estado.

Si embargo si nos fijamos en la red que resulta para el cdlculo de las distri-
buciones de prediccién, nos daremos cuenta que posee una caracteristica especial
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y es que no se posee ningun tipo de evidencia para los instantes de tiempo que
corresponden al futuro. Por consiguiente, se pueden proponer métodos alternati-
vos utilizando métodos de Monte-Carlo de muestreo hacia adelante para realizar
estimaciones en las variables deseadas. Esto es posible gracias a que las muestras
generadas por dichos métodos seran todas congruentes con la evidencia por ser
ésta nula. La complejidad de estos métodos por lo general estd en funcién lineal
del niimero de nodos en la red y del grado de precisién deseado.

2.3 Suavizado o propagaciéon hacia atrds en un sistema dindmico

En algunos problemas podemos desear tener en cuenta evidencias “futuras”,
asi como las presentes y las del pasado. Notemos que entonces un periodo de
tiempo actual ¢, mas que indice para indicar el paso del tiempo actual del proceso
dindmico es un indice para hacer referencia a intervalos de tiempo de la red de
creencia en su conjunto.

Las observaciones que poseemos posteriores a t; nos pueden ayudar a eli-
minar incertidumbre en el estado ¢, del sistema. Por ejemplo, podemos deducir
quién estaba dentro de una casa donde se ha cometido un asesinato a través de
observaciones consecutivas sobre qué personas abandonaron la casa en instantes
posteriores al asesinato ademds de las personas que estaban en el interior de la
casa antes del asesinato.

A este proceso se le denomina suavizado en teoria de control y se utiliza para
corregir trayectorias calculadas mediante el proceso de monitorizacién. Asi como
el proceso de monitorizacién se puede conocer como propagacion hacia adelante, el
proceso de suavizado se puede ver como una propagacion hacia atras. En términos
de probabilidad, estamos interesados en conocer:

P(Xi(t:)|O(to),---,0(t;)) donde k € [0..5]

El método directo para calcular esta expresion es realizar un proceso de mo-
nitorizacién en ambos sentidos, esto es, hacia adelante y hacia atrds y posterior-
mente combinar la informacién en cada paso de tiempo, esto lo podemos ver en
las siguientes expresiones:

P(Xi(t)|O(to), - ., O(t})) = @ x P(Xi(tx)|O(to), - - -, O(tx)) x
XP(O(tk+1), - .-, O(t))| X (tx))

donde tenemos que P(X;(t)|O(to),...,O(tr)) es la expresion del calculo en el
proceso de monitorizacién, llamemos By, al resto de la expresion, es decir:
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By, = P(O(tks1),- -, O(t;)| X (t))

Por tanto nos faltaria calcular la anterior expresién para tener resuelto el
problema. Ahora bien

B, = Z P(O(tk+1)| X (tr+1)) x
X (tes1)
XP(X (tk41)|X (t)) X P(O(trs2),- .-, O(t;)| X (tr+1))

donde By;_, = P(O(t;)| X (tj—1)). De nuevo vemos que tenemos una expresién de
caracter recursivo, por lo que el método general para el proceso descrito ser’a muy
parecido al de monitorizacién, ya que si antes se partia de los instantes de tiempo
iniciales y a partir de ellos vamos progresando a medida que el tiempo lo hace, en
este caso tendremos que partir del periodo de tiempo actual y a partir del mismo
y del inmediatemente anterior ir progresando, aunque esta vez hacia atras.

3 Aplicaciones a problemas de planificacién y control

En primer lugar vamos a estudiar de una forma tedrica y abstracta los com-
ponentes de un sistema dindmico desde el punto de vista de la toria del control,
pero esta formulacién vale igualmente para tener un enfoque al problema de pla-
nificacién.

Empezaremos por dar una descripcion general de un controlador y los objetivos
que deben cumplir, posteriormente pasaremos a ver su posible representacién y
manejo aplicando el formalismo de las redes de creencia dinamicas.

Un controlador es una caja negra que toma seiiales de entrada y como salida
ofrece algunas acciones. El entorno se puede ver como otra caja negra que to-
ma como entrada las acciones del controlador y genera como salida la siguientes
sefiales de entrada del controlador.(fig 5).

Un sistema dindmico se puede ver de la siguiente forma: Tendremos un conjun-
to de puntos o instantes de tiempo 7, tendremos un conjunto de estados posibles
del sistema X, tendremos otro conjunto para las seiales de entrada para el con-
trolador Y y por iltimo tendremos otro conjunto de acciones posibles que puede
tomar el controlador I{. Para definir el comportamiento del sistema y del contro-
lador tendremos un conjunto de variables ordenadas en el tiempo: X(tx) € &,
Y(t)€eYyU(tk) €eU,cont, €T.
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Entorno

acciones seinales

Controlador

Figura 5. Componentes de un sistema dindmanico.

Los modos en que evolucionan con el tiempo estas variables reciben el nombre
de historias, lineas de tiempo o en el caso del control, trayectorias. El conjunto
de todas las posibles trayectorias del estado se definen como:

Hxé{hx:'r-—-)rl’}

El conjunto de posibles entradas u observaciones para el controlador evoluciona
en el tiempo conforme:

Hyé{hy:'r—)y}

Generalmente restringiremos el posible conjunto de estados del sistema im-
poniendo que debe evolucionar conforme a un conjunto de leyes, dichas leyes se
suelen denominar ecuaciones del estado del sistema y tienen la siguiente forma:

X(tier) = fF(X(t), U(tr))

También se restringe el conjunto de posibles entradas al controlador u obser-
vaciones para éste, de la misma forma que el estado del sistema.:

Y (tr) = g(X (k)

Hasta ahora hemos definido el comportamiento del entorno, pasaremos por
tanto a definir el comportamiento del controlador de forma andloga a la anterior.
Para el posible conjunto de salidas del controlador dependientes del tiempo, es
decir, para la evolucién temporal de las salidas tendremos:

Hué{hu:T—)U}



202 J.M. Puerta

conjunto de acciones tomadas por el controlador conforme el tiempo progresa.
Restringiremos la evolucién temporal de las entradas al controlador de la siguiente
forma:

P2{r:Hy — U}

A este ltimo tipo de funciones se le denomina leyes de control o politicas.
En el caso mds simple, la funcién de salida g, serd la funcién identidad y solo
el 1dltimo estado del sistema sera relevante para la decisién que ha de tomar el
controlador en funcién de lo que observa. En este caso, el conjunto de politicas
puede ser restringido a

P={r:X —> U}

A continuacién necesitamos alguna manera de espeficar lo que un controlador
tiene que hacer. Empezaremos definiendo la tarea de un controlador como una
relacién entre pares entradas/salidas.

KcyYyoeU 6 Kcxrolu

Lo normal, sin embargo, es definir la tarea que debe realizar el controlador
en términos de mejor accién que puede realizar para un estado dado o para unas
senales de entrada dadas. Definir una tarea es un método directo de especificar el
comportamiento deseado de un controlador.

El primer método que podremos tener para especificar la tarea del controlador
es mediante un objetivo en términos de estado preferido, sin especificar la manera
de llegar a estos estados. Podremos definir un objetivo como G C Hy. Partiendo
del objetivo G la tarea es determinar una politica m € P que restringa el compor-
tamiento del controlador para alcanzar a G, cuando ocurre esto iltimo se suele
decir que hemos encontrado una solucién satisfactoria.

Otra aproximacién es definir una funcién de valoracién
V:Hy — R

que asocia una medida de deseabilidad a cada trayectoria del estado. En este caso,
deseamos buscar una politica 7 € P que fuerce al estado del sistema dindmico a
evolucionar de acuerdo a una trayectoria que es maximal con respecto a V y la
solucién se le denomina solucién éptima. El problema de buscar una politica que
alcance un objetivo G o que maximiza una funcién se le denomina problema de
control.
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Hemos de notar que si tenemos un modelo computacional para poder deter-
minar el conjunto de acciones que debe tomar el controlador en cada instante
de tiempo, estaremos especificando la forma de realizar un plan, por lo tanto to-
do lo que hemos visto y veremos a continuacién servira también para resolver el
problema de la planificacién de tareas en un entorno dinamico.

Como en la mayoria de los problemas complejos descompondremos nuestro
problema es subproblemas mds pequefios. En lo que al problema del control se
refiere, éste se descompondrd habitualmente en dos subtareas: (a) problema de
estimacion del estado del sistema, a la luz de las observaciones actuales y (b)
problema de la regulacién de las entradas, es decir, tomar una decisién sobre qué
accién o acciones tomar por parte del controlador.

El problema de la estimacién se puede ver en el caso mds simple como una
funcién:

E£{ec:Y — X}
e(Y(tx)) = X (tx)

De forma similar, el problema de regulacién se puede ver como un funcién:

RE{r: X > U}
r(X(tk)) = U(tx)

X(tk) Y(tk)
— f(X(tk),U(tk)) > g(X(tk))
A
A X(tk)
r(X(tk)) - e(Y(tk)) |-
U(tk)

Figura 6. Un sistema dindmico.
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En la figura 6 podemos observar un diagrama de bloques con los distintos
componentes comentados para una controlador de un sistema dindmico.

Si nos fijamos detenidamente en el diagrama de bloques de la figura 6, podre-
mos extraer las siguientes conclusiones:

— Tendremos que hacer una estimacién del estado actual del sistema a partir
de las observaciones de que disponemos en cada instante de tiempo; esto es
precisamente lo que se hacia en la definicién del modelo sensorial de un modelo
dindmico markoviano parcialmente observado.

— Por otra parte tendremos un modelo para decidir en cada intervalo de tiempo
qué accién o acciones tomar a partir de la estimacién efectuada del estado del
sistema.

— El estado del sistema en el instante de tiempo siguiente viene dado en funcién
de la accion o accciones tomadas en un instante dado y del estado del sistema
en dicho instante de tiempo.

— Y por ltimo, hemos de establecer una funcién de utilidad o valoracién para
conseguir restringir el comportamiento del controlador. Podemos suponer que
esta funcién es separable en el tiempo, esto quiere decir que tenemos una
funcién de utilidad para cada periodo de tiempo y que se puede obtener una
funcién de utilidad total en funcién de las anteriores.

Partiendo de estas conclusiones, la forma de representar un sistema dindmico
mediante redes de creencia dindmicas es inmediata. Su posible representacién
aparece en la figura 7. En este tipo de redes, al ser redes enfocadas a la toma de
desiciones, aparecen varios tipos de nodos: nodos de utilidad, nodos de decisién,
nodos de observacion y nodos de estado.

3.1 Aplicacién: localizacién y seguimiento de un robot mévil

En este punto ilustraremos el uso de las redes de creencia dinamicas en el
problema de planificacién, problema este que requiere razonamiento temporal bajo
incertidumbre. Utilizaremos para ello un problema concreto bien conocido en la
literatura relacionada con el control y la planificacién como es el de la navegacién
de un robot mdévil. La aplicacién involucra un robot mévil que navega y sigue
agentes en movimiento en un entorno limitado. El robot esta equipado con un
radar y un sistema de visién un poco rudimentario y los agentes en movimiento
pueden ser personas u otros robots moéviles.

La tarea del robot consistird en detectar y seguir objetos en movimiento, re-
gistrando sus localizaciones en un sistema de coordenadas del entorno limitado en
donde navega. El robot conoce bien el entorno donde permanece y debe evitar los
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Accion t, , Accion t, Acclon ¢,
Estado ¢, Estado ¢ Estado 1,
-1 & het
Observaciont, , Observacion t, Observaciont, ,,
Utitidend Utiicened Cribicad

Uribided

Figura 7. Un sistema dindmico modelizado mediante una RCD.

obstaculos que se le presenten en el camino. Por otra parte lo normal es que exista
un error en los movimientos del robot y por tanto debe de estimar continuamente
su localizacién dentro del entorno para no perderse.

Para modelar el sistema vamos a considerar los siguientes elementos: Poseemos
un conjunto de posibles localizaciones dentro del entorno donde se mueve el robot
y el agente en movimiento, lo denominaremos L. Posteriormente se definen un
conjunto de variables para estructurar un modelo de decisién. Sean S4 y Sg dos
variables de estado que representan las localizaciones del agente en movimiento y
del robot respectivamente. Ambas variables toman sus valores en el conjunto L.

Sea M una variable de decisién cuyos valores serdn las posibles acciones de
movimiento del robot. Tendremos otra variable de decisién A cuyos posibles va-
lores son la mejor estimacidn de la actual localizacion del agente en movimiento.
Asi, 24 = 2s,. y la decisién del robot se convierte en un problema de estimacién
de la mejor accién que debe realizar.

En cada intervalo de tiempo, el robot puede disponer de observaciones, tanto
de su propia localizacién dentro del entorno como de la localizacién del agente
en movimiento con respecto al propio robot. Sean Op y O4, las variables que
representan lo anterior. La figura 8 representa nuestro problema a través de una
red de creencia dinamica, esta red tiene nodos de decisién y nodos de evaluacién,
por tanto dicha red estd enfocada a las decisiones.
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Figura 8. Modelo de decisién para el problema del robot mévil.

Ademas necesitamos especificar una funcién de utilidad que represente nues-
tras preferencias sobre los posibles resultados de las acciones. El valor de un
movimiento se determina por cémo de bien posicione al robot para realizar ob-
servaciones que se esperan mejoren su estimacién de la localizacién del agente en
movimiento. Mediremos la calidad de una estimacién 4, mediante una distancia
euclidea, ||4, 8], con respecto a la localizacién actual del agente . El modelo de
decisién incluye un nodo deterministico U que representa el error estimado en
cada intervalo de tiempo.

Si suponemos que la funcién de utilidad es separable en el tiempo, la funcién
total de utilidad vendrd dada por la suma de las funciones de utilidad en cada
intervalo de tiempo, es decir:

U(tr) = —v(te)||A(tr), ST(te)l|

donde vy : T — [0, 1] es una funcién decreciente sobre el tiempo que se usa para
descontar el impacto de futuras consecuencias.

La funcién de valoracién total serd la suma de las funciones de utilidad para
cada instante de tiempo ty:

V(A(t1), .., Alts), Sr(t1), ..., St(ta) = D U(t)

k=1
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La estimacion de las acciones pueden ser determinadas directamente por las
observaciones. Dada la evidencia actual O(t;), la distancia ponderada de una
estimacién de A(ty) es:

E[l|A(ts), Sat)ll 1 O)] = D [14(t), Salti)ll x P(Sa(te)|O(ti))
Sa(ty)

donde O(te) = U'_, {Or(t;), 0a(t;), M(tj1)}

Dado que la funcién de utilidad es separable en el tiempo, el valor éptimo
a*(tx) de A(tx) se puede caracterizar como una funcién de la evidencia O(t;.)

a*(tx)(O(tr)) = arg max E[||A(tk), Sa(ti)ll | O(tr)]

Para nuestro problema de planificacién, M son las acciones que puede llevar
a cabo el robot como por ejemplo, desplazarse hasta el final del pasillo. Como
entrada a nuestro problema dispondremos de un conjunto secuencial de acciones
del robot que tomaremos como evidencia en cada intervalo de tiempo, y como re-
sultado nuestra red nos ofrecera la bondad del plan suministrado al robot. Hemos
de notar que los movimientos del robot influyen indirectamente en los valores
que podremos observar de la localizacién del agente en movimiento que quere-
mos seguir. Para evaluar nuestra funcién de valoracién tendremos que seguir los
siguiente pasos:

1. Instanciar el valor de M correspondiente al paso de tiempo ¢, que junto con
las variables de observacion Og(t;) y Oa(t)) serd nuestra evidencia en esta

etapa t;.
2. Calcular las distribuciones de probabilidad de prediccién para las variables de
observacién Op y O 4, ademds de S4 para los tiempos futuros t4q,...,t,.

3. Usar las distribuciones de probabilidad anteriores para calcular a*(t;)(O(t;))
para k < i < n de acuerdo con la expresién anterior.
4. Calcular el estimador éptimo V = 37, U(t;).

Por tanto, de esta forma podremos evaluar planes para nuestro robot y que-

darnos con el que optimice nuestra funcién de valoracion.

4 Conclusiones

Hemos estudiado la forma de representar un sistema que evoluciona con el
tiempo mediante una extension de las redes de creencia, dando lugar a lo que se
conoce como redes de creencia dindmicas. Una vez establecida la representacion,
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hemos descrito los problemas que clasicamente se han de resolver en un siste-
ma dinamico. Existen algoritmos eficientes para realizar procesos de inferencia o
razonamiento en redes de creencia, pero estos algoritmos no son aplicables direc-
tamente en las redes de creencia dindmicas ya que esta representacién suele ser
demasiado grande para que los algoritmos de inferencia, ya sean exactos o apro-
ximados, se vean claramente desbordados, por lo que hemos estudiado la forma
de adaptar estos algoritmos para resolver los problemas clasicos de los sistemas
dindmicos.

Por iltimo, hemos estudiado la manera de adaptar las redes de creencia
dindmicas para resolver los problemas de control y planificaci’on en entornos con
incertidumbre. Para ello hemos utilizado un problema concreto como ilustracién
de esto ultimo.
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Resumen
En este articulo se introduce ¢l problema del cilculo con probabilidades im-
precisas. Se distinguen dos casos bicen diferenciados, el cdlculo con restricciones
y la propogacién de probabilidades imprecisas bajo relaciones de independencia.
Para el primero, se estudiaran métodos basados en programacién lineal y de pro-
pagacién de restricciones. Los algoritmos de propagacién se aplicardn a ambos
problemas, a través de su generalizacion a los sistemas basados en valuaciones.

1 Introduccién

Uno de los inconvenientes mas importantes de las redes Bayesianas es que
necesitan una distribucién de probabilidad para cada variable condicionada a sus
padres. En muchas ocasiones, no se dispone de todos los valores necesarios para
especificar una tnica distribucién de probabilidad, o éstos se conocen sélo de
forma parcial.

El razonamiento con probabilidades imprecisas se ha considerado en la litera-
tura desde hace mas de una centuria (ver Hailperin [17] para una revisién histérica
del tema). Sin embargo, los enfoques empleados para plantear y resolver este pro-
blema han sido muy diversos. Muchas veces, bajo nombres distintos se consideran
los mismos problemas; y en otras ocasiones, se usa la misma denominacion para
problemas totalmente distintos.

Moral [30] ha tratado de clasificar y sistematizar las distintas aproximaciones
al uso de las probabilidades imprecisas en Inteligencia Artificial. La distincién
fundamental se basa en la consideracién de relaciones de independencia entre las
variables. En el caso de que no se consideren, diremos que tenemos un problema de
cdlculo con restricciones probabilisticas, aunque también se han usado otros nom-
bres como el de Ldgica Probabilistica [32-34] o el de consistencia probabilistica [19)].
Bajo relaciones de indepencia, se trata de generalizar los modelos de propagacién
de redes Bayesianas para probabilidades (3,5,8,16,12].

Otro aspecto importante relativo a las probabilidades imprecisas es el modelo
matematico que se use para representarlas. El caso mas general es ¢l de conjuntos
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convexos de probabilidades [50-52,42,7]. Sin embargo, existe un modelo mas in-
tuitivo como es el uso de intervalos de probabilidad, que se ha usado ampliamente
en la literatura [1,13,16,44,43].

Shafer y Shenoy [41,40] han generalizado los algoritmos de propagaci6n proba-
bilisticos expresindolos en términos de valuaciones abstractas que verifican una
serie de axiomas. Este esquema es la base que se ha empleado para obtener los
algoritmos de propagacién en otros modelos para representar la incertidumbre,
como la Teor’ia de la Evidencia [26], la Teoria de la Posibilidad, o el caso que nos
ocupa: las probabilidades imprecisas [8].

Los problemas con probabilidades parcialmente conocidas tienen, en general,
una complejidad mayor que los problemas probabilisticos cldsicos. Usualmente, se
emplean algoritmos aproximados, muchos de ellos basados en técnicas de optimi-
zacién combinatoria. Este trabajo no pretende ser un catdlogo exhaustivo de todos
los que han sido utilizados. Mds bien trata de plantear de forma clara y sencilla
cada uno de los problemas, difirencidandolo de los demds y haciendo referencia a
las técnicas mds importantes empleadas en su resolucién.

La estructura de este trabajo es como sigue: la seccién 2 introduce los fun-
damentos del calculo con probabilidades imprecisas. La seccién 3 considera la
estructura axiomatica de Shafer y Shenoy, presentando los algoritmos de forma
abstracta. La seccién 4, estudia el problema del cilculo con restricciones pro-
babilisticas. Se consideran dos métodos alternativos para su solucién: la progra-
macién lineal con la técnica de generacién de columnas [18-20] y los algoritmos
de propagacion [30,47). La seccién 5 estudia los algoritmos de propagacién bajo
condiciones de independencia. Se describe la transformacién de este problema en
un algoritmo de optimizacién combinatoria y se indican algunas de las técnicas
usadas en su resolucién. Por iltimo la seccién 6 se dedica a las conclusiones.

2 Probabilidades Imprecisas

Supongamos una variable .X' que toma sus valores en un conjunto U. Existen
algunos autores [38,28] que opinan que si tenemos incertidumbre sobre el valor
de esta variable en un momento dado, entonces nuestro conocimiento se puede
siempre representar mediante una tnica distribucién de probabilidad. Sin embar-
go, existen ocasiones en las que disponemos de muy poca informacién sobre X, y
determinar una tnica distribucién de probabilidad puede traducirse en un ejerci-
cio de adivinar unos valores a partir de nada. Surge en estas situaciones de forma
natural el uso de probabilidades imprecisas. Desde una interpretacion objetiva de
la probabilidad, éstas representarian los distintos posibles valores de la frecuencia
de un suceso. Desde un punto subjetivo [50] las probabilidades imprecisas reflejan
un comportamiento muy cauteloso a la hora de tomar decisiones.
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Quizas cl modelo mds natural para las probabilidades imprecisas sean los in-
tervalos de probabilidad [50,13,48]. En este caso, en lugar de asignar un wnico
valor de probabilidad a cada suceso, se le asigna un intervalo de valores. Asi un
sistema de intervalos para la variable X serd un par (P, P) de funciones

P,P:2V 5 0,1] (1)

donde P(A) < P(A),YACU.

En general, esta definicién no implica que los intervalos de probabilidad sean
imposibles de utilizar en la prictica debido a que necesitan un conjunto expo-
necial de valores en funcién del tamano de U. Inicialmente, nuestra informacién
se concentrard en algunos de los subconjuntos de U a los que les asignamos sus
intervalos correspondientes. Para el resto de los sucesos, el intervalo asociado sera
el [0, 1] que no sera necesario representarlo de forma explicita.

Un sistema de intervalos siempre define un conjunto de posibles distribuciones
de probabilidad en U. El conjunto de distribuciones de probabilidad asociado a
(P, P) viene dado por la siguiente expresion:

H={p:peP P(4) < P(4) < P(4)} (2)

donde P es el conjunto de todas las distribuciones de probabilidad posibles en U
y P es la medida de probabilidad asociada a la distribucion p.

Este conjunto de probabilidades H es convexo. Es decir, si p1,p» € H, y
a € [0, 1], entonces se verifica que ap; + (1 —a)p; € H.

Ejemplo 1. Supongamos una urna que contiene bolas de cuatro colores: blancas
(B), rojas (R), negras (N) y verdes (V). La urna contiene 10 bolas, de las que
conocemos lo siguiente: 2 son blancas, 3 son rojas o negras, 3 son verdes, blancas
o rojas, y 3 son verdes, blancas o negras.

Esta informacién se puede representar mediante los siguientes intervalos de

probabilidad:

@) =0 P(0) =0 P({B}) =02 P({B}) =07
P({R})=0 P({R}) =05  P({N})=0 P({N}) =06
P({v}) =0 P({v})=06  P({B,R}))=02 P({B,R})=1

P({B,N})=02 P({B,N})=1 P({B,V})=02 P({B,V})=07
P({R,N})=03 P({R,N})=08 P({R,V})=0 P({R,V})=108 3)
P({N,VH=0 P({N,V})=08 P({B,R,N})=05 P({B,R,N})=1
P({B,R,V})=02P({B,R,V})=1 P({B,N,V})=02 P({B,N,V})=1
P({R,N,V}) =03 P({R,N,V}) =08 P({B,R,N,V})=1P({B,R,N,V}) =1
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El conjunto de probabilidades asociado contiene, entre otras a las siguientes distri-
buciones de probabilidad en {B, R, N,V}

pi(B) =07, pi(R)=03, pi(N)=0, pi(V)=0
p2(B) =02, p2(R)=06, p2(N)=03, p2(V)=0 (4)
pa(B) =02, p3(R)=0, p3(N)=03, p3(V)=05

Existen muchas mds. De hecho el conjunto es infinito. Sin embargo, al ser U finito,
existe un procedimiento para representar el conjunto H: mediante sus puntos extremos.
Las distribuciones extremas son aquellas que no se pueden expresar mediante combina-
cién convexa de otras dos distribuciones distintas de H, o de forma menos precisa, pero
quizas mads ilustrativa: las esquinas del convexo.

Todas las distribuciones anteriores son extremas, pero hay algunas mds. Existen
algoritmos para calcular las distribuciones extremas a partir de los intervalos de proba-
bilidad. Una revisién de los mismos se puede consultar en [48].

a

Un sistema de intervalos (P, P) se dice que es propio (o envolvente de proba-
bilidad) si y solo si existe un conjunto convexo H tal que

P(A) =Inf {P(A) : p€ H}, P(A) =Sup {P(A) : P € H}, (5)

Dados unos intervalos cualesquiera, (P, P) si su conjunto de probabilidades
asociado H a través de la expresién (2) es distinto del vacio, podemos transformar

(P, P) en una envolvente de probabilidad (P', P ) por medio de la expresién:

P'(A)=Inf {P(A) : Pe H}, P(A)=Sup{P(4): PeH}, (6

El nuevo sistema de intervalos es siempre una envolvente de probabilidad y
se verifica que P < P'y P > 7. Es decir, para todo A C U se tiene que
[P(A), P(A)] C [P'(A),P'(A)]. Desde este punto de vista, podemos decir que,
para cada suceso, los nuevos intervalos son mas informativos que los originales,
ya que los intervalos son mads precisos.

Si la informacién de que disponemos originalmente es un sistema de intervalos
(P, P), es conveniente transformar este sistema de intervalos en la envolvente de
probabilidad asociada (B',_ﬁ') ya que no se aidde ninguna informacién que no
esté contenida en el sistema original de intervalos. Lo que se hace es optimizar el
intervalo de cada suceso, de acuerdo con los intervalos del resto de los sucesos.
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Ejemplo 2. Supongamos un partido de fitbol entre nuestro equipo y un equipo
visitante. Los posibles resultados son: ganamos (G), perdemos (P) o empatamos
(E). Supongamos que inicialmente disponemos de los siguientes intervalos:

P@) =0 P =0 P({Gh) =03 PG} =07
P({P})=01 P({P})=08 P({E})=01 P{E})=07
P({G,P}) =03 P({G,P}) =09 P({G,E}) = 0.5 P({G,E}) =1 7)
P({P,E}) =03 P({P,E}) =08 P({G,P,E}) =1 P({G,P,E}) = 1

Estos intervalos definen un conjunto convexo con los siguientes puntos extre-
mos (ver [13] para un procedimiento eficiente para calcular estas distribuciones):

P1 (G) = 0.7, P (P) = 0.2, pl(E) = 0.1

p2(G) =0.7, p2(P)=0.1, p(E)

p3(G) =04, p3(P)=0.5, p3(E)=0.1 (8)
pa(G) = 0.3, ps(P)=0.5, ps(E)

ps(G) = 03, p5(P) = 01, p5(E) =

Desde estos puntos extremos podemos calcular los intervalos propios (tomando
el infimo y el supremo sobre el valor asignado por cada probabilidad extrema):

P'@®)=0 P@®)=0 P'({G) =03 P({G) =07
P({P})=01 P({P)=05 P({E})=01 P{E}) =06
P'({G,P}) =04 P ({G,P}) =09 P'({G,E}) = 0.5 P ({G,E}) = 0.9 (9)
P'({P,E}) =03 P({P,E})=0.7 P'({G,P,E}) =1 P ({G,P,E}) = 1

a

En muchas ocasiones, los intervalos solo se dan sobre los sucesos elementales,
esto es los elementos de U. En ese caso, se puede realizar un tratamiento mucho
mas cficiente de la informacién ya que el niimero maximo de intervalos se reduce
de las partes de U a los elementos de U [13]. Un sistema de intervalos elementales
serd un par de aplicaciones (p, p):

pp:U—> [0,1] (10)
verificando que p(u) < p(u),Vu € U.

Analogamente se define el conjunto de distribuciones de probabilidad asociado
a un sistema de intervalos elementales:
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L={peP : pu) < plu) < 5(u),Yu € U} (11)

A partir de L se puede calcular un sistema propio de intervalos tomando
supremo e infimo:

p'(u) =Inf {p(u) : pe L},  P'(u) =Sup {p(u) : p€ L} (12)

Un sistema de intervalos (P, P) con conjunto de probabilidades H y un sistema
de intervalos elementales (p,p) con un conjunto de probabilidades L se dicen
equivalentes si y solo si L = H.

Ejemplo 3. Se puede comprobar que en el ejemplo de las urnas, no hay un sistema
de intervalos elementales que defina el mismo conjunto de distribuciones posibles.

En el ejemplo del partido de fiitbol, el sistema de intervalos es equivalente al
sistema de intervalos elementales siguiente:

'({(GH =03 Pp({GH =07 p({{PH=01 P({P})=05

'{E}) =01 F({E})=0.6 (13)

11

m}

Los conjuntos convexos de probabilidades se pueden representar de forma
gréfica en conjuntos de tamafio tres en un tridngulo equildtero de altura 1. Si
hacemos corresponder cada lado del tridngulo con uno de los elementos de U, una
distribucién de probabilidad, p, en U se representa por el punto del tridngulo tal
que para cada lado u; la altura desde el punto sobre el lado tiene longitud p(u;).

Ejemplo 4. En el caso de los intervalos del ejemplo del fiitbol, el conjunto convexo
asociado es el de la figura 1.
a

Una forma alternativa de representar las probabilidades imprecisas es, por
medio, de un convexo de distribuciones de probabilidad directamente. Este proce-
dimiento es mds general que el uso de los intervalos de probabilidad. Ya vimos que
a cada sistema de intervalos se le puede asociar un conjunto convexo de probabi-
lidades. Sin embargo, el reciproco no es cierto. Existen conjuntos convexos que no
se pueden definir a partir de un sistema de intervalos. Dado un conjunto convexo
H, siempre se puede definir un sistema de intervalos de probabilidad propio a
partir de las ecuaciones (6). Sin embargo, si volvemos a calcular el conjunto de
probabilidades, H', asociado a este sistema de intervalos, no siempre se tiene la
igualdad H = H'. En general, lo que se verifica es que H C H'.
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G

Figura 1. Conjunto convexo de probabilidades

Ejemplo 5. En el ejemplo del partido de fitbol, supongamos que sabemos que
p(G) > p(P) > p(E). Esto da lugar al conjunto convexo de la figura 2. Las
distribuciones extremas de este convexo son:

m(G) =1, p(P) =0, p(E)=0
p2(G) =05, p2AP)=0.5, p2AE)=0 (14)
p(G) =1/3, ps(P)=1/3, ps3(E)=1/3

Si calculamos un sitema de intervalos, y volvemos a calcular el covexo asociado,
se obtiene H' que es igual a H afiadiendo las probabilidades de la zona sombreada
clara de la figura 2.

a

En general, las informaciones que se pueden representar mediante conjuntos
convexos de probabilidades son aquellas que se pueden transformar en un conjunto
de restricciones lineales. Por ejemplo, si A,B C U, entonces una desigualdad
P(A|B) < 0.4, se puede transformar en una restriccién lineal:

06 ) plu)—04 Y pu)<0 (15)

u€ANB u€B-A

La diferencia entre estas restricciones y las asociadas a los intervalos de pro-
babilidad es que en estas los coeficientes pueden ser niimeros reales cualesquicra,
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G

Figura 2. Conjunto convexo e intervalos

y en las asociadas a los intervalos de probabilidad los coeficientes solo pueden ser
Oyl

Un conjunto convexo H, podrad venir dado alternativamente por sus puntos
extremos Ext(H) o por un conjunto de restricciones lineales, a ser posible no
redundante Res(H).

Hay algoritmos clasicos de Geometria Computacional que permiten transfor-
mar unas representaciones en otras (puntos o restricciones) y minimizar el tamafio
de las representaciones. Entre ellos podemos senalar los siguientes:

— Algoritmos de Cldusula Conveza.- Estos algoritmos se usan para eliminar
todos los puntos no extremos de un conjunto convexo. Al mismo tiempo,
calculan un conjunto minimal de restricciones que definen el conjunto convexo.
Se pueden encontrar descripciones de estos algoritmos en [15,36).

— Eliminacidn de redundancia.- Estos algoritmos eliminan todas las restricciones
redundantes de un conjunto convexo. Un estudio de los distintos algoritmos
se encuentra en [24].

— Algoritmos de enumeracion de vértices.- Estos algoritmos calculan los puntos
extremos de un conjunto convexo a partir de un conjunto de restricciones.
Una revisién puede encontrarse en [29].

Los conjuntos convexos de probabilidad, no son solo mds generales que los
intervalos de probabilidad, sino que también permiten una definicién sencilla de
las operaciones elementales para el cdlculo. Vamos a considerar, en primer lugar,
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dos operaciones con conjuntos de probabilidades que no tienen una contrapartida
en el caso de probabilidades simples.

Supongamos que tenemos una variables n-dimensional (Xi,...,X,), y que
cada X; toma valores en un conjunto U;, seguiremos la siguiente notacién:

— Para cada I C {1,...,n}, X| representa la variable (X;);e;. Esta variable
toma valores en []..; U; que se notard por U;. Algunas veces, por simplicidad
en el lenguaje, y cuando esté claro por el contexto, identificaremos un conjunto
de indices I con la variable X;.

— Siue UryJCI, entonces u*’ denotara al elemento de U que se obtiene a
partir de u borrando las coordenadas en I — J.

— Si h es una funcién de Uy en IR, y J C I, entonces la marginal de h a U, es
la funcién h*/ definida en U; y dada por, bt/ (u) = 3 ,,_, h(v).

— Si H es un conjunto convexo de funciones en Uy, con puntos extremos, Ext (H)
= {h1,...,ht}, y J C I entonces la marginalizacién de H a J es el conjunto
convexo dado por,

HY = H-U=Dcc{nt’,...  h'} (16)

donde CC indica la cldusula convexa (el convexo mds pequeiio que contiene a
un conjunto dado).

— H*%J es igual a la marginazacién a U, de todas las funciones h en H.

— P, es el conjunto de todas las distribuciones de probabilidad en Uj;.

— Supongamos que h es una funcién de U; que toma valores en IR y k' una
funcién de U, en IR, entonces la multiplicacién de las funciones es una funcién,
h.h', definida en Uyyy y dada por, h.h/(u) = h(u*?).h'(ut’).

— Si H es un conjunto convexo de aplicaciones en Uy, y H' es un conjunto con-
vexo en Uy, con Ext(H) = {hi,... ,ht},Ext(H') = {hi,...,h;}. Entonces,
la combinacién de H y H' sera el conjunto convexo de aplicaciones en Ujyy,
H ® H' dado por

H® H' = CC{hy.hi,..,h1.h,... by Y, . by} (17
— Si H es un conjunto convexo de aplicaciones en Uy, y H' es un conjunto
convexo de aplicaciones en Uy, entonces H N H' es el conjunto convexo de

aplicaciones h definidas en Ujyy verificando que ¥/ € H y h¥/ € H'.

La primera operacién que vamos a considerar para los conjuntos convexos de
probabilidades, no tiene una contrapartida directa en probabilidades: la extensién.
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Definicién 1. Si H es un conjunto convexo de probabilidades sobre las variables
X7 y J es un conjunto de indices con I C J, se llama extensién de H a J al
conjunto convexo definido en Uy: HYY = {pe P; : p*' € H}. o

La interseccién que definimos a continuacién tampoco tiene sentido cuando
nuestro modelo admite una tnica distribucién de probabilidad.

Definicién 2. Si H, es un conjunto convexo de probabilidades en U; y Hs es un
conjunto convexo de probabilidades en Uy, la interseccién de estos dos convexos
es el conjunto Hy N H, = {p€ Pruy : p e H,p" € H,}. o

La interseccién de conjuntos convexos es igual a la interseccién cldsica de
conjuntos de la extensién de ambos convexos a un marco comiin.

En general, la mayoria de las operaciones de probabilidades tienen una exten-
sién directa. Aunque no es del todo preciso, podemos decir que una operacién
probabilistica se generaliza al caso de los conjuntos convexos, repitiendo la opera-
cién para cada una de las probabilidades de los convexos, y tomando la cldusula
convexa cuando el resultado no sea un conjunto convexo. Esta afirmacién, aunque
nos puede servir de guia es un poco simplista, y hay casos que no se ajustan a
ella totalmente, o en los que esta idea permita iterpretaciones distintas.

Si H es un conjunto convexo de probabilidades sobre X; y J C I, se llama
informacién marginal sobre X, al conjunto convexo H+’.

Una informacién condicional sobre X; dado X, serd un conjunto covexo de
distribuciones de probabilidad sobre X; condicionadas a X|.

Si partimos de una informacién a priori sobre X;, H;, y una informaciéon
condicional sobre X; dado X, H», entonces la informacién global inducida sobre
Xjyyg al conjunto convexo H; ® H,.

La definicién de informacién condicionada no es un tema sencillo en el caso de
las probabilidades imprecisas. Existen distintos enfoques. Un estudio detallado se
puede encontrar en [31,7].

Aqui daremos la que es quizds la definicién mds sencilla y mds extendida. Si H
es una informacién sobre X; y O = (X € A) es una observacién sobre esta varia-
ble, la informacién condicionada es el conjunto convexo H|A = {p(.|4) : p€ H}
donde p(.|A) es la distribucién de probabilidad condicionada.

Observemos como este conjunto convexo puede calcularse facilmente a partir
del conjunto H4 = H ® {l4} donde 4 es la funcién indicadora (o verosimilitud)
de A.

La independencia no es un concepto ni mucho menos obvio en el caso de los
conjuntos convexos de probabilidades. De Campos y Moral [14] estudian cinco
definiciones distintas de este concepto. Este es un caso en el que la regla general
que dimos anteriormente falla. No podemos considerar que existe independencia
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bajo un convexo cuando existe indepencia probabilistica para cada una de las
probabilidades del convexo.

Definicién 3. Si H es un convexo de probabilidades sobre X;_ Ui diremos que
X es fuertemente independiente de X; dado X si y solo si exiten dos conjuntos
convexos H, definido en Uy y H, definido en Uy tales que

H=H,®H,
m]

Esta es la definicién mas apropiada para desarrollar algoritmos de propagacion,
ya que implica una descomposicién del conjunto convexo.

Dependiendo de las operaciones que se vayan a realizar con un conjunto con-
vexo, una representacion puede ser mas adecuada que otra. Por ejemplo, para la
interseccidn, la representacion por restricciones es la mds apropriada: sélo hay que
calcular la unién de las restricciones.

Para la combinacién, ®, la representacién por puntos extremos es mas apro-
priada, ya que estas operaciones se expresan directamente de esta forma.

3 Algoritmos Basados en Valuaciones

Con el término valuacién aludimos de forma general al concepto de represen-
tacion matemdtica de una informacién. Dependiendo del modelo que se utilice
una valuacién serd una distribucién de probabilidad, un conjunto convexo de
probabilidades o un conjunto de férmulas légicas. Supondremos que para cada
I C {1,...,n} existe un conjunto V; de valuaciones definidas en el producto
cartesiano, Uy.

V serd el conjunto de todas las valuaciones V = Ujcqy,... n}Vr. Si V es una
valuacién perteneciente a V; (que informa sobre X), entonces diremos que el
conjunto de definicién de V' es I (6 Uy), lo que sc notard como s(V') = I.

Se supone que existen dos operaciones basicas en el conjunto de las valuacio-
nes (ver Zadeh [53], Shenoy, Shafer [39,41]): marginalizacion y combinacién. La
marginalizacién de una valuacién definida en un conjunto U, consiste en obtener
la informacién inducida por ella (proyecciéon) en un conjunto menos preciso U
(J € I). Si V es la valuacién definida en Uj, su marginalizacién a Uy se nota
por V+/. La combinacién resume en una sola valuacién la informacién de dos
valuaciones. Si las dos valuaciones combinadas son V; y V, definidas en U; y Uy,
respectivamente su combinacidén se notara como V; ® V, y estara definida en Uy .
En resumen tenemos:



222 S. Moral

— Marginalizacion.- Si J C I and V) € V; entonces la marginalizacién de V; a
J es una valuacién Vlu perteneciente a V;.

— Combinacidn.- Si V] € V; y V, € V;, entonces su combinacién es una valua-
cién V; ® V, perteneciente a Vyyj.

Shenoy y Shafer [39,41], introducen los siguientes axiomas para estas opera-
ciones:

Axiomal Vi@V, =V,0V;,, VM1WVK)eV:=V, (V. V3).
Axioma 2 Si I C JC K,y V € Vg, entonces (V“)U =V,
Axioma 3 Si V), € V|, V» € Vy, entonces (V; ® Vz)“ =W @ VLInh,

Cano, Delgado y Moral [6] introdujeron dos axiomas adicionales que son itiles en
muchas ocasiones:

Axioma 4 Elemento Neutro.- Para cada I existe una valuacién Vy € Vy tal que
para toda valuacién V € V; con I C J se tiene que Vo' @ V = V.

Axioma 5 Contradiccion.- Existe una y sélo una valuacién, V,, definida en U; x
ooxUp, talqueVV e V, V. @V =V,.

Los primeros tres axiomas contienen las propiedades necesarias para deducir
los algoritmos de propagacién. El tercer axioma es de particular im;)ortancia para
el desarrollo de los mismos, ya que nos permite calcular (V; ® V3)*' sin necesidad
de calcular de forma explicita (V) ®V,), definida en Uy . Lo mismo puede hacerse
calculando V4N y combinando el resultado con V;. En este iltimo caso, sélo
necesitamos trabajar con valuaciones definidas en Uy, Uiny y Uy, lo que es mucho
mas eficiente.

A continuacién ilustramos estas ideas en el caso particular de la Teoria de la
Probabilidad.

Ejemplo 6. Desde el punto de vista de la Teoria de la Probabilidad una va-
luacién es la representacién de una informacién probabilistica sobre algunas de
las variables, X, C {1,...,n}. Més concretamente, si tenemos tres variables
(X1, X2, X3) que toman valores en Uy x Us, xUs, donde U; = {u;,ui2},i =1,2,3,
entonces una valuacién puede ser una distribucién de probabilidad sobre X,

p(un) =08
p(u12) = 0.2

Puede ser también una distribucién de probabilidad sobre X3 dada X»,

P(uzi|uz1) = 0.9 p(usz|uzi) = 0.1
p(usi|uz2) = 0.6 p(usz|uz2) = 0.4
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Desde un punto de vista general una valuacién sobre X; es una aplicacién no
negativa,
p:U— Rg-

donde R{ es el conjunto de los reales no negativos.

Las valuaciones probabilisticas sc denominan también potenciales.

La combinacién se define mediante la multiplicacién punto a punto. Si p; y p»
son funciones no negativas definidas en Uy y U, respectivamente, entonce p; ® p;
es una aplicacién definida en Ujyy y que toma valores en R(')F , de acuerdo con la
siguiente expresion,

p1 ® p2(u) = pr(ut).pa(ut’),Yu € Upyy

Esta operacién se usa en la Teoria de la Probabilidad para combinar una infor-
macién marginal con una una probabilidad condicional. También, si obviamos el
factor de normalizacién, se puede usar para calcular la informacién condicional
a posteriori: condicionar al conjunto A puede verse como la multiplicacién de la
probabilidad a priori con la verosimilitud asociada a A (su funcién caracteristica:
la(u) =1, si u € A; l4(u) = 0, en otro caso). La marginalizacién se define de la
forma usual: Si p es una valuacién definida en U; y J C I, entonces

Mo =Y pw), el

utd=v
En el caso de la Teoria de la Probabilidad, el elemento neutro es la valuacién:
po(uw) = 1,Vu € Uy
Y la contradiccién es la funcién identicamente igual a 0,
pe(u) =0, VueU; x...xU,
a

En general, el problema que abordan los conocidos como algoritmos de propa-
gacion es el siguiente: tenemos un conjunto finito de valuaciones R = {Vy,... ,V,,.},
donde cada V; se define en un referencial I;. Estamos interesados en calcular la
proyeccién o marginalizacién en una variable de interés X; de la combinacién de
todas las valuaciones en R. Es decir en calcular [39):

R; = (® R)m = (N ®...0 V,)+! (18)

para un valor j € {1,...,n}.
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El conjunto R representa toda la informacién de que disponemos. En el con-
texto de las probabilidades, en R suele haber dos tipos de informaciones: in-
formaciones genéricas que determinan una distribucién de probabilidad global y
observaciones sobre algunas de estas variables para un caso particular. Normal-
mente es muy dificil poder especificar la distribucién global de forma directa. Si
partimos de una grafo dirigido aciclico que expresa las independencias del proble-
ma mediante el criterio de d-separacién [49,35], entonces una distribucién global
puede obtenerse combinando una distribucién de probabilidad para cada nodo
condionada a los valores de sus padres en el grafo. Todas ellas formardn parte
de R. Para las observaciones, si tenemos que X; = uj, entonces se afiade una
valuacién que es una funcién definida en U; que toma el valor 1 en uj y 0 en el
resto.

El calculo se realiza mediante algoritmos de propagacién [39,41,35,27,6]. Estos
algoritmos se pueden aplicar a cualquier modelo de representacién de la incer-
tidumbre que sea un sistema de valuaciones que verifique los axiomas anterio-
res. Esencialmente, el cdlculo de R; se lleva a cabo trasformando el conjunto
R = {W,...,Vin} de acuerdo con el siguiente paso basico (Borrado de k):

— Sea k un indice, k # j. Consideremos K = {V;e R: kes(V;)} y L =
s(@ K) — {k}. Entonces R se transforma en el conjunto

R-KU{(®K)**} =R - KU {(®K)™*} (19)

Este paso se repite (borrando todos los indices k distintos de j) hasta que todas
las valuaciones estén definidas en el referencial {j}. La valuacién que buscamos,
R;, es la combinacién de todas las valuaciones que quedan en R.

Este procedimiento es, en general, mds eficiente que combinar todas las valua-
ciones y marginalizar después. Pensemos que el tamaiio de una representacion es
en la mayoria de los casos, al menos, proporcional al tamano del referencial Uy,
y este tamano es el producto de los elementos de cada conjunto U;. Este es el
caso, por ejemplo, de una distribucién de probabilidad. Si combinamos todas las
valuaciones en R obtenemos una valuacién en Uy x ... x U, lo que, para valores
moderados de n, ya no se puede representar. Sin embargo, en el algoritmo anterior
las valuaciones estan definidas en referenciales mas pequefios (involucran menos
variables): s(@® K).

A veces, por ejemplo cuando se quiere calcular la informacién marginal R;
para varias variables X, es conveniente organizar los calculos en lo que se llama
un arbol de grupos. Este arbol de grupos, T¢, es un arbol no dirigido en el que
los nodos son grupos de variables, G, y en los que se cumplen las dos condiciones
siguientes [27):

1. Para toda valuacién V € R, existe un nodo G del arbol tal que s(V) C G.
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2. Si G, y G son dos nodos tales que G, NG, # @, entonces para todo nodo G
en el camino que une G, y G se tiene que (G, NG») CG.

Este arbol de grupos se puede obtener por un proceso de triangulacién [25,4]
a partir de un grafo no dirigido que tiene un nodo por cada variable X,,... , X,
y tal que X; y X; estdn unidos si y solo si existe una valuacién V' € R para la
que {i,j} € s(V).

En general, todos los algoritmos comienzan asignando cada valuacion V' €
R a un nodo del drbol de grupos G tal que s(V) C G. Sea R(G) cl conjunto
de valuaciones asignadas a G. A continuacién se calcula, para cada nodo G la
valuacién

Ve = ®veria)V (20)

Los algoritmos trabajan entonces mandando mensajes entre los nodos adya-
centes del drbol de grupos. Hay dos modelos esenciales: el de Shafer y Shenoy
[39] y el conocido como HUGIN [23]. Ambos serdn brevemente descritos a conti-
nuacién. Mas detalle puede encontrarse en los libros de Jensen [22] y de Castillo,
Hadi y Gutiérrez [9)].

En general, puede decirse que el algoritmo HUGIN es el mds eficiente (si la
divisién se tiene la misma complejidad que la combinacién o la marginalizacién).
Sin embargo, requiere unas condiciones de aplicacién un poco mas fuertes que el
algoritmo de Shafer y Shenoy. Los algoritmos para conjuntos convexos se basaran
en la arquitectura de Shafer y Shenoy, que es la que describiremos a continuacién.

3.1 Arquitectura de Shafer y Shenoy

Se supone que existen dos mensajes para cada par de nodos adyacentes G, y
G2,unode G a Gy: Vg, g, yotrode G2 a G,: Vg, i, - La operacién fundamental
de mandar mensaje entre dos nodos G, y G, consiste en realizar el siguiente
célculo:

Vc;,,(;'2 =|Vg, ® ® VG.G. (21)
GeAdy(G1,G2)

donde Ady(G,,G3) es el conjunto de todos los grupos adayacentes a G; excepto
G>. En lo que sigue Ady(G)) notard todos los nodos adyacentes a G| .

El algoritmo de propagacién asociado a esta arquitectura consiste en ¢l cdlculo
de todos los mensajes lo que se hace mediante dos recorridos del arbol de grupos.
Para ello se elige un nodo G como raiz o pivote y en una primera fase se mandan
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mensajes de las hojas al nodo raiz, y en la segunda se distribuye la informacién
desde el nodo raiz a las hojas. De manera mds concreta la primera parte puede
representarse como:

Primera(G)
- Para todos los nodos G € Ady(G)
- Pide(G',G)

donde Pide(G,G') es como sigue:

Pide(G',G)
- Para todo nodo G" € Ady(G',G)
- Pide(G",G'")

- Mandar mensaje de G' a G.

El segundo recorrido en el grafo distribuye la informacién a partir del nodo
raiz G. El algoritmo se puede expresar de la siguiente forma.

Segunda(G)
- Para todo nodo G' € Ady(G)
- Distribuye(G',G)

El procedimiento Distribuye es como sigue,

Distribuye(G',G)
- Mandar un mensaje de G a G'
- Para cada G" € Ady(G',G)
- Distribuye(G",G’)

Despues de aplicar este algoritmo, para calcular R; solo tenemos que elegir un
grupo de variables G al que pertenezca X y calcular,
i

Ri=|Ve® ® Vo g (22)
G'€Ady(G)
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4 Calculo con Restricciones Probabilisticas

El problema lo podemos enunciar de la siguiente forma. Tenemos un conjunto
de restricciones lineales, cada una de ellas, sobre un conjunto de variables distinto:
R = {ri : r; restriccién lincal sobre X'y, }. Tenemos un suceso 4 C Uy y queremos
calcular el miximo y el minimo que puede tomar la probabilidad de 4 sujeto a
que sc verifican las restricciones lineales en R.

Ejemplo 7. Supongamos que sabemos que
P(Soltero|Estudiante) > 0.9, P(Paro|Estudiante) > 0.95, P(Paro|Soltero) > 0.7

y que queremos calcular el mdximo y el minimo valor que puede tomar la proba-
bilidad de ser soltero una vez que se estd parado. m}

Un método de solucién obvio que funciona bien para problemas de tamaiio
pequenio es el uso de la programacién lincal, ya que tenemos un probiema de
optimizacién con restricciones lincales.

Una referencia fundamental para estos tipos de problemas es el trabajo de
Hansen y Jaumard [19]. Para simplificar supongamos que tenemos variables X
bivaluadas que toman los valores x; y T7. Supongamos que tenemos una serie de
restricciones como las siguicntes,

0.3p(z,) = 2p(z3) >0
0.dp(z2,T3) — p(xa) > 0.1 (23)
p(Tr, 20, 23) =0

y queremos conocer cuales son los limites de la probabilidad de p(as,77). El
principal problema c¢s expresar las restricciones en un marco comnin, es decir
en términos de valores p(a;,xj, xy). Eso implica que, por cjemplo, p(xs, T3) sc
transforme en py, w2, T3) +p(TT, 2, T3). El término p(x) ) se tendrd que expander
oo

pla, ws,ws) + pley, 22, T3) + plar, T2, 23) + plar, T3, 75)

Asi de esta forma este problema se expresaria como un problema de progra-
macidn lineal sobre 8 dimensiones: una por cada valor conjunto de las variables
X1, Xy, ¥y X3, La solucion es muy sencilla por métodos de programacion lincal.

Las dificultades aparccen cuando el mimero de variables no es tan reducido
como cn este caso. Si tenemos 1 variables con dos valores cada una, la dimension
del problema de programacion lincal que debemos de resolver es de 2%, lo cual es



228 S. Moral

a todas luces excesivo. Sin embargo, esto no quiere decir que el problema sea to-
talmente intratable. Existen dos métodos exactos que permiten una resolucién de
problemas que involucran un nimero alto de variables: los métodos de generacién
de columnas [19,21] y los basados en algoritmos de propagacién [48,30]. Existen
también una gran cantidad de métodos aproximados basados en el uso de reglas
locales que permiten la obtencién de cotas para sucesos de interés a partir de las
cotas conocidas.

Antes de pasar a describir de forma somera estos métodos, vamos a indicar que
si nuestro objetivo es obtener cotas sobre una probabilidad condicional, entonces
lo que tenemos es un problema de programacién fraccional. El método de Charnes
y Cooper [10] transforma un problema de programacién fraccional en un problema
de programacién lineal mediante la adicién de un pardmetro adicional. Por lo que
su resolucién es totalmente andloga al caso anterior.

Ejemplo 8. El problema de programacion fraccional:

3 p(L1,22)
Min/Max PEr iz ip(z1,22) FP(Er.22)
Sujeto a: p(zy,z2) + p(z1,72) = 0.8
p(z1,z2) + p(Z1,22) = 0.5 (24)

p(z1,22) + p(z1,T2) + p(T1,22) + p(21,72) = 1
p(zla32)yp(zlvE)ap(z_l)zZ)ap(fl-afi) 2 0

se transforma en el problema de programacion lineal:

Mln/Ma‘x p(zlazZ)

Sujeto a: p(z1,z2) + p(z,Z3) = t.0.8
p(z1,z2) + p(T7,22) = t.0.5 (25)
p(zlazZ) +p(:l,'1,f§) +p(fl,'_1,:l:2) +p(ﬁ1:”5) =t
p(z1,12) + p(21,%2) + p(T1,22) = 1
p(zl’z'l))p(zl’-:t_'l)’p(-:t_ly z?)’p(z—l’ﬁ) 2 O

4.1 Algoritmos para Restricciones basados en Generacién de
Columnas

El nombre de generacidn de columnas proviene de la expresién matricial de
un problema de programacién lineal. En nuestro caso el nimero de columnas de
la matriz de coeficientes es exponencial en funcién del nimero de variables.



Probabilidades Imprecisas 229

Aqui solo expondremos la idea principal de este algoritmo ya que su descripcién
técnica es demasiado compleja. Esta consiste en mantener un mimero pequeiio
de columnas representadas de forma explicita. El resto de ellas se obtendrian
a partir de las ecuaciones tal y como venian especificadas al principio (con un
nimero pequefio de variables). En cada paso, la columna entrante al problema
del simplex se obtiene resolviendo un subproblema auxiliar.

Supongamos un problema de programacién lineal:

Min z=cz
Sujeto a: Az = b, (26)
z2>0

Una base es un conjunto de columnas (o variables) igual al nimero de restric-
ciones. Sea B la matriz de variables basicas. Si cg es el subvector del vector de
costos correspondiente a las variables basicas y ¢ el coeficiente de la componente
T, entonces calcular la variable que entra en la base equivale a calcular la colum-
na A7 para la que el valor ¢; —cg B~! 47 es minimo. Una vez calculada la variable
entrante en la base, se calcula la variable saliente por el procedimiento usual del
simplex, y se prosigue realizando iteraciones hasta que se alcance la condicién de

optimalidad.

En nuestro problema, cada columna se identifica con una variable p(zy, ... , 2,)
donde cada z; = z; 6 z; = T;. El valor ¢; — cgB~!4/ se expresa como una
funcién de n variables 2y, ... , z,, cada una de las cuales puede tomar dos valores:
1(z;),0(Z7). Lo que depende de estos valores (2; = 0,z; = 1) es la columna
A’ Supongamos que la ecuacién i-ésima original tiene un coeficiente 0.4p(z,, T3)
entonces para todos los (zj,...,2,) que tengan un z; = 1,23 = 1 se tiene que el

elemento ¢ de la columna A; tiene un valor 0.4. Esto mismo se obtiene expresando
que este elemento es 0.4z,(1 — z3). Una vez expresados todos los elementos de A’
como productos de variables z; y (1 - z;), nos queda un problema de optimizacién
booleana. Para este problema se pueden aplicar técnicas exactas o aproximadas
como el enfriamiento estocastico, o los algoritmos genéticos.

Estos métodos han permitido obtener la solucién de problemas en tiempo
razonable que involucran a miles de variables, lo que implicaria un nimero de
columnas realmente intratable.

4.2 Algoritmos de Propagacién para Restricciones Probabilisticas

Otro procedimiento alternativo para tratar problemas con un nimero elevado
de variables es el uso de algoritmos de propagacién. La idea es muy sencilla: cada
restriccién lineal se puede transformar en un conjunto convexo. Ahora bien, los
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eonjuntos convexos con las operaciones de interseccién y marginalizacién verifi-
can la axiomdtica de Shafer y Shenoy (una demostraciéon puede encontrarse en
Verdegay [48]). Y por tanto, se pueden aplicar los algoritmos de propagacién que
hemos descrito en la seccién 3.

El elemento neutro de este conjunto de valuaciones en Uy es P;: el conjunto
de todas las dsitribuciones de probabilidad en U;. La contradiccién es el conjunto
vacio.

El problema fundamental de estos algoritmos de propagacion es que las opera-
ciones de combinacién y marginalizacién necesitan dos representaciones distintas
para poder llevarse a cabo de manera eficiente: para la marginalizacién la repre-
sentacidn por puntos extremos es mds apropriada y para la combinacién es mas
apropriada la representacidn por restricciones lineales. Se puede pensar en usar
algoritmos que transforman una representacién en otra, pero recientemente Ver-
degay [48] ha presentado algoritmos que realizan la marginalizacién directamente
con restricciones lineales con mds eficiencia que el cambio de representacidn.

4.3 Meétodos Basados en el Uso de Reglas Locales

Existen numerosos métodos basados en el uso de reglas locales: Amarger, Du-
bois y Prade [1], Thone [45,46], Salo [37].

Su uso es mds eficiente que las técnicas anteriores, sin embargo, en general,
la variedad de restricciones que se pueden usar estd bastante limitada y en la
mayoria de los casos no se obtienen cotas 6ptimas. Son reglas que nos permiten
obtener nuevas cotas a partir de las conocidas. Una aplicacién sistematica de las
mismas nos permite obtener cotas para los sucesos de interés. No tenemos espacio
en este trabajo para hacer una revisién de todos los tipos de reglas. Sin embargo,
y a modo de ilustracién, daremos dos de ellas.

La primera es la regla de concatenacion de Thone. Thone [45] considera va-
riables proposicionales {A,,. .., N,}, y reglas intervalares del tipo A 25 B, con
el significado de P(A) >0y O 5 z; < P(B|A) <z, <1.

T1,T
Se puede trabajar también con reglas bidireccionales A <= B donde (z2 =
Y1,Y2

0 < y» = 0) con el significado de A 2F By B 2% A,
Regla de concatenacion.- Si A “YB y B i C, deducir A ‘—’C donde

v1,v2 yny2 1,72

“Max {0, w1+2:1—1} siv; >0
z1 = fi(wy,v1,11) = { w sivyyz; =1 (27)
0 en otro caso
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2 = f?(wl’w‘lavlsz?,yl) =

Min {1,w2 + 7(1 —51),1 - w1 + 31,7} con 7= 422

sivy >0y y; >0
Min {11—w1+—2—1} sivy >0yy; =0 (28)
1—w, sivy =0yzy,=0
1 en otro caso

La segunda regla es el Teorema de Bayes generalizado [1]
Teorema de Bayes Generalizado.- Dados k conjuntos Ay, A;,... ,Arconk >2y

las reglas, 4; MA,H, A "5 A, entonces deducir A; Ay, con

1’2

a=w [ )

(29)
k—
22 =W Ha"ll ;1

5 Algoritmos para Probabilidades Imprecisas basados en
Relaciones de Independencia

El problema se puede plantear de la siguiente forma. Supongamos que tenemos
un cojunto convexo global, que debido a las relaciones de independencia de las
variables de un problema se puede descomponer en combinacién de un producto
de conjuntos convexos definidos para conjuntos de variables reducidos:

H=H® --®H, (30)

Supongamos que tenemos una serie de observaciones para algunas de las va-
riables: e = {X|, = wu,,..., X, =u,}. Nuestro objetivo es calcular el conjunto
convexo condicional H|e marginalizado en una o varias variables de interés, X;:
(Hle)Y.

Como ya indicamos en la seccién 2, para calcular H|e es suficiente calcular

He{l,}® - {l,} (31)

donde [;, es la verosimilitud asociada a la observacién: X;, = u;,, es decir la
funcién definida en U;, que toma el valor 1 en u;, y O en el resto.
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Teniendo en cuenta la descomposicién de H, nuestro objetivo es calcular:

(H® - ®H,®{li}® o {l, )Y (32)

De nuevo a este problema se le puede aplicar la axiomatica de Shafer y Shenoy
[41]. La operacién de combinacién es distinta que en el caso de restricciones pro-
babilisticas y la de marginalizacién es la misma. Los detalles de la aplicacién de
la axiomadtica a este caso se pueden consultar en Cano, Moral y Verdegay Lépez
[8]. Dos conjuntos convexos se consideran equivalentes si son proporcionales. El
elemento neutro en U; es un cojunto con una tinica distribucién de probabilidad:
la distribucién uniforme.

Ahora la representacién por puntos extremos es la mas apropriada para ambas
operaciones, por lo que ésta es la que usualmente se ha empleado en la literatura.
Existen algunos estudios que usan restricciones, o mas concretamente intervalos
de probabilidad, pero estos utilizan reglas de propagacién que siendo 6ptimas en
el cdlculo local, no obtienen los intervalos correctos, sino intervalos mucho mas
amplios. Este es el caso de los enfoques de Breese y Fertig [2] y Tessem [44].

Desde el punto de vista del cdlculo, el principal problema es que si combinamos
dos convexos H; y H». El nimero de puntos extremos de la combinacién puede
llegar a ser el nimero de extremos de H, por el niimero de puntos extremos de
H,. Ademis detectar qué multiplicacién de un extremo de H; por uno de H;
no es extremo en el producto implica la aplicacién de un algoritmo de cldusula
convexa, que llevan un importante coste computacional asociado.

5.1 Transformacién en un Problema de Optimizacién Combinatoria

Cano y Moral [3,5] han propuesto la transformacién del problema de margina-
lizacién en un problema de optimizacién combinatoria, al que se puedan aplicar
técnicas como las de enfriamiento estocastico o algoritmos genéticos.

La idea es anadir una nueva variable T; por cada convexo H;, y que se llamara
variable transparente asociada a H;. T; tendrd tantos casos como puntos extremos
tenga el conjunto convexo H;.

Cada uno de los convexos H; también se transforman en otro convexo H/,
que estd definido para todas las variables de H; mdas T;. Supongamos que I; es
el conjunto de variables de H;, entonces a cada distribucién extrema p en H;
se le asigna un valor t, entre los valores posibles de T;, mediante una aplicacién
biyectiva. El convexo H| se calcula considerando para cada distribucién p extrema
en H; una distribucién asociada p’ en H] y que viene dada por

1o p(ui) sit=t,
Pluit) = {0 en otro caso (33)
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Esta transformacién no afecta a la solucién final del problema y permite una
parametrizacion del mismo. Para cada configuracién de valores de las variables
transparentes (¢;,... ,tn,), se determina una unico elemento para cada p; en cada
convexo H; (esta distribucién es aquella que verifica, t,; = t;). El producto de
las distribuciones p;.ps. ... .p, es una distribucién global para todas las variables
que denotaremos por py, ... +,.. Ademads todos los puntos extremos de H se pueden
obtener de esta forma.

Como consecuencia, si tenemos una variable de interés X; y queremos calcular
el Max (Min) de p(X; = ujle) donde p € H, el problema se puede plantear como,

Max {pi,,.. t..(Xj = ujle) : t;esun valorde T3, i=,...,m} (34)

Este problema es muy similar al de la abduccién parcial. Ya que si considera-
mos el problema extendido con las variables artificiales tenemos que maximizar
en estas variables y sumar en el resto: las variables originales X ;. Existen algu-
nas diferencias como son que no hay distribuciéon a priori para estas variables
y que p, ... t..(€) no es constante ya que cambia al variar los valores de las va-
riables transparentes. Sin embargo, el valor del objetivo para cada configuracién
(t1,...,tm) también se puede calcular mediante propagaciones puramente proba-
bilisticas: dos en este caso. En una de ellas con las observaciones de e que permite
calcular py,, .. 1,.(e) y otra en las que se anade la observacién .X; = u; que permi-
te calcular py, ... +,.(e,z; = uj). El valor del objetivo es el cociente de estas dos
cantidades. En algunos casos, la segunda cantidad se puede calcular directamente,
a partir de la primera si toda la informacién se encuentra propagada a un nodo
que contenga Xj;.

En definitiva, este planteamiento del problema ha permitido aplicar algorit-
mos de optimizacién combinatoria, entre los que podemos destacar algoritmos
genéticos [5], de enfriamiento estocastico [3] o de gradiente ascendiente [11,12].

6 Conclusiones

En este trabajo hemos realizado una aproximacién al problema del cilculo
con probabilidades imprecisas. La primera observacion es que existe una mayor
variedad de planteamientos posibles y procedimientos de resolucion.

Otra observacién es que la complejidad de los algoritmos es mucho mayor
que en el caso probablistico. Pensemos que en algunos casos tenemos un proble-
ma de optimizacién en el que para calcular el objetivo necesitamos realizar una
propagacién probabilistica.
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Sin embargo, a pesar de estos inconvenientes opinamos que s¢ ha avanzado
bastante en la solucién de estos problemas. Existen implementaciones que permi-
ten trabajar con probabilidades imprecisas en problemas cn los que el mimero de
variables no sca excesivamente grande o en situaciones cn las que la imprecision
solu sc encuentra en un mimero reducido de variables. También esperamos que
cn cl futuro cl uso de algoritinos mis cficientes de Geometria Computacional y
cl desarrollo de algoritmos de optimizacién mcjor adaptados al problema permita
resolver problemas de tamaiio cada vez mayor.

Existen varias implementaciones de algoritinos de propagacion con probabi-
lidades imprecisas. En el Departamento de Ciencias de la Computacion e Inteli-
gencia Artificial tenemos el sistema Entorno que implementa algoritmos exactos
y aproximados. Como sistema mds destacable podemos scinalar ¢l sistema Java
Bayes de Fabio Cozman que es de libre disposicion y que se puede obtener en la
direccién URL: http://www.cs.cmu.cdu/ javabayes/Home/
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Resumen

La medicina tiene dos propiedades que hacen que los modelos gréficos pro-
babilistas (MGP) encajen en ella como anillo al dedo: el conocimiento causal,
correspondiente a los mecanismos patofisiolégicos, y las numerosas fuentes de
incertidumbre. Por ello, no es de extrafar que la mayor parte de los MGP,
desde el principio hasta la actualidad, se hayan desarrollado en el campo de
la medicina. En este articulo revisamos algunos de ellos y abordamos después
aspectos generales, como la construccién de MGP en medicina y la explicacién
del razonamiento.

1 Introduccién

1.1 Sistemas expertos en medicina: perspectiva histérica

El desarrollo de programas de diagndstico basados en técnicas bayesianas co-
menzo6 en los anos 60. Entre los sistemas de esa década destacan el de Warner y
colaboradores [43] para el diagnéstico de cardiopatias congénitas, los de Gorry y
Barnett (14,15] y el de de Dombal (8] y colaboradores para el diagnéstico del dolor
abdominal agudo. Estos sistemas aplicaban el método probabilistico clasico,
que consiste en seleccionar una variable D, que representa los n diagnésticos po-
sibles d;, y m variables H; —binarias en general— correspondientes a los posibles
hallazgos, que en medicina suelen ser los sintomas y signos; para que el problema
sea tratable se introducen dos hipétesis: la primera, que los diagnésticos son ez-
clusivos y ezhaustivos y, la segunda, la independencia condicional, es decir, que
los hallazgos son independientes entre si para cada diagndéstico:

Phy,... hw|d;) = P(h|d;) - ...+ P(hm|d),  Vd; (1)
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Con estas hipétesis, el teorema de Bayes se reduce a la siguente expresién:
P(hi|di) - ... P(hm|d;) - P(d;)

dilhy,...  hy) =
Pl hm) = S k) o PUmldy) - P()
Jj

(2)

A partir de ella, resulta muy sencillo comparar la probabilidad de dos diagnésticos,
con la posibilidad de incorporar secuencialmente nuevos hallazgos,
P(dilh,. . shm) _ P(hildi) ~  P(hnldi) P(ds)
P(djlhy,... ,hm)  P(hi|d;) P(hy|dj) P(d;)

©)

Aunque este método sirvi6 de base a los sistemas de diagnéstico ya citados, con
resultados satisfactorios para pequefios problemas, presenta serias deficiencias,
pues ni en medicina los diagndsticos suelen ser exclusivos ni se da en general
la independencia condicional, sino que los los hallazgos correspondientes a cada
diagnéstico suelen estar correlacionados.

Como consecuencia de las dificultades que presentaba el método probabilistico
clasico, los creadores del programa MYCIN! diseiaron en los afios 70 un modelo
que, en vez de buscar un fundamento matemaitico sélido, trataba de reproducir
la forma en que el ser humano combina intuitivamente distintas fuentes de infor-
macién. La idea bdsica consistia en asignar a cada regla “Si E entonces H” un
factor de certeza, CF(H, E). Aunque estos factores se definieron a partir de las
probabilidades P(H) y P(H|E), en la préctica se obtenian directamente a partir
de estimaciones de expertos humanos y se combinaban segiin reglas ad hoc, sin
tener en cuenta los principios de la teoria de la probabilidad. A pesar del éxito
que obtuvo MYCIN, cuyo indice de aciertos era comparable al de los mejores ex-
pertos humanos, pronto se comprobé —mediante razonamientos matematicos—
que contenia graves incosistencias, por lo que fue duramente criticado (cf. [27,
sec. 1.2] y [10, sec. 2.4]).

Examinando los sistemas expertos de la década de los 80, observamos que la
mayor parte de ellos se basaron en la légica difusa y, en menor medida, en la
teoria de la posibilidad, lo cual no es de extraiar, teniendo en cuenta que una
parte considerable de los conceptos médicos son difusos: presién alta, dolor agudo,
fatiga leve, tumor grande, sintoma evidente, prueba muy sensible, diagnéstico
complejo, prondstico grave, terapia arriesgada, cirujia minimamente invasiva, alta
mortalidad, etc., etc. Sin embargo, al contrario de lo que ocurre otras metodologias

! El proyecto MYCIN, desarrollado en la Universidad de Stanford, tenia como objetivo
construir un sistema experto para el tratamiento de enfermedades infecciosas. MYCIN
estd considerado en la actualidad como el primer sistema experto y el “padre” de todos
los sistemas basados en reglas.
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de razonamiento aproximado, las distintas aplicaciones de la 1égica difusa difieren
notablemente entre si, pues esta teoria carece de un fundamento normativo que
indique cémo se debe aplicar en cada caso.

Pero fue también en la década de los 80 cuando se desarrollaron las redes
bayesianas y los diagramas de influencia, desde su definicién axiomatica hasta
el disefio de algoritmos eficientes para la computacién de la evidencia, y pronto se
vio que venian “como anillo al dedo” para el tratamiento de la incertidumbre en
medicina. De hecho, como veremos en la seccién 2, los primeros y la mayor parte
de los sistemas de diagndstico probabilistico se han construido en este campo, con
un crecimiento exponencial en los dltimos anos.

Por otra parte, cada vez son mds los argumentos tanto teéricos como empiricos
a favor del formalismo bayesiano, hasta el punto de que los propios creadores del
programa MYCIN afirmaron en 1993 [7]:

2

En la dltima década, la investigacion sobre tratamiento de la incertidum-
bre en Inteligencia Artificial ha avanzado notablemente. Muchas de las
restricciones que limitaban las opciones para tratar la incertidumbre en
MYCIN (en particular, los argumentos en contra de adoptar un método
bayesiano estadistico clasico) ya no son vélidos. Por ejemplo, las redes
bayesianas proporcionan ahora un método viable para construir grandes
sistemas de diagndstico sin utilizar las hipétesis burdas e inherentemente
defectuosas de MYCIN sobre la independencia condicional y la modulari-
dad del conocimiento.

1.2 Fuentes de incertidumbre en medicina

En préacticamente todas las aplicaciones de la inteligencia artificial surgen la
incertidumbre y la imprecisién, fundamentalmente por tres motivos: deficiencias
de la informacién, indeterminismo del mundo real y deficiencias de los modelos; los
distintos métodos de razonamiento incierto han tratado de abordar al menos uno
de estos tres tipos de incertidumbre. En medicina se pueden identificar facilmente
los siguientes:

— Informacién incompleta. En muchos casos la historia clinica completa no esta
disponible, y el paciente es incapaz de recordar todos los sintomas que ha
experimentado y cémo se ha desarrollado la enfermedad. Ademds, en otras
ocasiones, las limitaciones practicas impiden contar con todos los medios que
deberian estar disponibles, por lo que el médico debe realizar su diagndstico
con la informacion que posee, aunque sea muy limitada.

? Pueden encontrarse las referencias en [10].
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— Informacién errdnea. En cuanto a la informacién suministrada por cl pacien-
te, puede que éste describa incorrectamente sus sintomas ¢ incluso que trate
de mentir deliberadamente al médico. También s posible que el diagnéstico
anterior, contenido en la historia clinica, haya sido crrénco. Y tampoco cs
extraiio que las pruebas de laboratorio den falsos positivos y falsos negativos.
Por estas razones, ¢l médico debe mantener siempre una duda razonable frente
toda la informacion disponible.

— Informacidn imprecisa. Hay muchos datos en medicina que son dificilmente
cuantificables. Tal es cl caso, por cjemplo, de sintomas como cl dolor o la fa-
tiga. Incluso en un método tan técnico como la ccocardiografia, por cjemplo,
hay muchas observaciones que en la prictica deben ser cuantificadas subjeti-
vamente, como son cl prolapso valvular o la aquinesia ventricular.

— Mundo real no determinista. A diferencia de las mdquinas mecdnicas o cléc-
tricas, cuyo funcionamiento sc rige por leyes deterministas, los profesionales
de la medicina comprueban a diario que cada ser humano es un mundo dife-
rente, cn que las leyes generales no siempre resultan aplicables. Muchas veces
las mismas causas producen cfectos diferentes en distintas personas, sin que
haya ninguna explicacién aparente. Por cllo, el diagnostico médico debe tener
siempre cn cuenta la probabilidad y las excepciones.

— Modelo incompleto. Por un lado, hay muchos fendmenos médicos cuya causa
atin sc desconoce. Por otro, es frecuente la falta de acuerdo entre los expertos
de un mismo campo. Finalmente, aunque toda esta informacién estuviera
disponible, seria imposible, por motivos pricticos, inclhiirla en un sistema
experto.

— Modelo inezacto. Por 1ltimo, todo modelo que trate de cuantificar la incerti-
dumbre, por cualquicra de los métodos que existen, necesita incluir un elevado
nimero de pardmetros; por cjemplo, ¢n ¢l caso de las redes bayesianas, ne-
cesitamos cspecificar todas las probabilidades a priori y condicionales. Sin
embargo, rara vez cstd disponible toda esta informacion, por lo que debe ser
estimada de forma subjetiva. Es descable, por tanto, que nuestro modelo de
razonamicnto pueda tener en cuenta sus propias inexactitudes; por cjemplo,
mediante la asignacion de intervalos o de distribuciones de probabilidad para
las probabilidades condicionales en el caso de los MGP.

De aqui se deducen dos razones reciprocas que explican por qué todos los
modelos de razonamicnto incierto se han centrado en alguna rama de la medicina:
por un lado, la necesidad de abordar un problema médico concreto ha llevado en
ocasiones a desarrollar un nuevo método, que luego se ha generalizado a distintos
tipos de problemas y, por otro lado, la medicina constituye un excelente campo
de pruebas para obscrvar las cualidades y limitaciones de cualquier nuevo método
que se proponga.
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En los MGP se cumple claramente este principio: los primeros sistemas ex-
pertos basados en redes bayesianas tuvieron como objeto algin problema médico
concreto y, de hecho, hoy en dia es la medicina el campo donde se han desarrollado
la mayor parte de los sistemas basados en MGP. Describimos los mas importantes
en la seccién siguiente.

2 Ejemplos de MGP en medicina

2.1 Aplicaciones desarrolladas fuera de Espana

En esta seccion nos vamos a centrar en los modelos normativos, es decir, en los
que se ajustan a los principios de la teoria de la probabilidad y de la decisién, que,
en la practica, son aquéllos cuya base de conocimientos viene dada por una red
bayesiana o por un diagrama de influencia. No vamos a describir aqui los sistemas
expertos, como CASNET o el Heart Disease Program, de W. Long, que utilizan
modelos probabilisticos aproximados. Tampoco vamos a hablar de los basados en
el método probabilistico cldsico, porque ya lo hicimos cn la seccion 1.1.

Siguiendo el orden de complejidad creciente —que no coincide con el cro-
nolégico— debemos mencionar el modelo de Schwartz, Baron y Clarke [33] para
el diagnéstico de la apendicitis. Frente al método clasico tenia la ventaja de que,
al introducir causas intermedias, salvaguardaba la indepcendencia condicional de
ciertos hallazgos correlacionados respecto del diagnéstico principal. Frente a las
redes bayesianas, presentaba la limitacion de que cada nodo sélo podia tener un
padre y, en consecuencia, tampoco admitia bucles.

La primera red bayesiana médica fue construida por Cooper [5,6] en la Uni-
versidad de Stanford, como ejemplo para la aplicacién del programa NESTOR.
Entre los aspectos mds avanzados de este sistema destacaban la posibilidad de
definir las probabilidades condicionales mediante intervalos, y la capacidad de ex-
plicacién, de la que hablaremos en la seccién 4.3. La red que utilizé como ejemplo
ilustrativo contenia cinco nodos: ciancer metastasico, elevacién del calcio sérico,
tumor cerebral, coma y jaquecas.

Otro de los primeros ejemplos de redes bayesianas médicas es la de Lauritzen
y Spiegelhalter [23]; tiene 8 nodos y realiza el diagnéstico diferencial entre tuber-
culosis, bronquitis y cancer de pulmén. Estas son, con diferencia, las dos redes
bayesianas mds famosas, por haber sido utilizadas repetidamente para ilustrar
muchos de los algoritmos que se han desarrollado desde entonces; obviamente,
dos redes tan mindsculas no intentan resolver problemas realcs, sino que sélo son
utiles con fines ilustrativos.

En cuanto a las redes bayesianas con un conocimniento cxtenso, destinadas al
diagndstico clinico real, la primera y una de las mads conocidas fue desarrollada
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por un equipo de investigadores de la Universidad de Aalborg (Dinamarca) [2,26];
recibié el nombre de MUNIN y estaba destinada al diagndstico de enfermedades
musculares mediante electromiografia.® Los nodos estaban agrupados en tres nive-
les: enfermedades, estados patofisioldgicos y hallazgos. También en este grupo se
desarroll6 un sistema que permitia modelar el metabolismo de los carbohidratos
con el fin de ajustar la dosis de insulina en pacientes diabéticos [1].

Volviendo a la Universidad de Stanford, destaca por su importancia el siste-
ma experto PATHFINDER, de David Heckerman (18], destinado al diagnéstico
de enfermedades de los ganglios linfiticos. La principal aportacién del trabajo
de Heckerman es la creacién de las redes de semejanza (“similarity networks”),
que se caracterizan por la existencia de un nodo principal, que representa los
posibles diagnésticos. La limitacién principal de este modelo es suponer que el
paciente padece una sola enfermedad, lo cual es una hipétesis razonable en el caso
de los ganglios linféticos, pero resultaria inverosimil en otros dominios, como la
cardiologia, en que las enfermedades suelen estar relacionadas; a cambio, facilita
la construccién del modelo (porque se centra en el diagnéstico diferencial de cada
par de enfermedades), hace mds eficiente la computacién de la probabilidad y
permite explicar el razonamiento (cf. sec. 4.3). La empresa Intellipath, que co-
mercializa actualmente el sistema PATHFINDER, ha vendido cientos de copias,
que se usan a diario en numerosos hospitales.

En la misma universidad se construy6 el sistema QMR-DT [35], que es una
reformulacién en forma de red bayesiana del sistema experto QMR, el cual a su
vez, era la version comercial de INTERNIST-1. Las dos limitaciones principales
de QMR-DT son la representacién todos los diagndsticos y hallazgos mediante
variables binarias y la disposicion de los nodos en dos niveles, sin permitir varia-
bles intermedias; estas dos simplificaciones impiden representar correctamente las
relaciones de independencia, como explican muy bien sus propios creadores. Igual-
mente, el programa Iliad, un tutor para medicina interna construido inicialmente
mediante un modelo probabilista aproximado, ha sido reformulado posteriormen-
te en forma de red bayesiana, con lo que se ha logrado mejorar su rendimiento
(25]).

En Europa, el grupo mas importante dedicado a las redes bayesianas médicas
—junto con el de Aalborg— es el de la Universidad de Pavia, en Italia, donde
se han desarrollado redes bayesianas y diagramas de influencia para optimizacién
de terapia en anemia urémica, monitorizacion, leucemia infantil, hemodiilisis,
diabetes, SIDA, tratamiento de nifios con transplantes de médula dsea, nefritis,

3 Dentro de este mismo proyecto se desarrollé HUGIN, una herramienta destinada a la
construccién de redes bayesianas, que es comercializada actualmente por la empresa
del mismo nombre.
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linfoma géstrico primario, trombosis idiopatica en venas profundas, esplenotomia,
4
etc.

El mexicano Luis Enrique Sicar [39] ha desarrollado un sistema de visién
artificial para colonoscopia; ademds de ser —seglin nuestros conocimientos— la
unica red bayesiana para visién que resuelve un problema real, tiene el mérito
de que el sistema es capaz de obtener las probabilidades condicionales e incluso
refinar la estructura de la red a partir de los datos disponibles.

Entre las redes bayesianas mds utilizadas se encuentra el programa Microsoft
Pregnancy and Child Care, que ofrece sus consejos en la red de Microsoft;® la
base de conocimientos fue desarrollada y comprobada por Knowledge Industries,
empresa que también ha construido redes bayesianas para dermatologia, altera-
ciones del sueno, cuidado de traumatismos, chequeo de mano y mufieca y atencién
sanitaria a domicilio.®

Otros sistemas basados en MGP son: ALARM (3], para la monitorizacién de
pacientes durante la anestesia; VP-net [32], para monitorizacién c¢ interpretacién
de datos en la UCI; THOMAS [24], para interpretar los resultados de experimen-
tos clinicos aleatorizados publicados; ABDO [29], para el diagndstico del dolor
abdominal agudo; el de Haddawy y colaboradores [17], para la vesicula biliar;
CPCS-BN (28], para enfermedades heptobiliares; MammoNet [21], para enferme-
dades de mama; etc.”

Una mencién a parte merece el programa BANTER, de Haddawy, Jacobson
y Kahn [16], cuyo objetivo no es el diagnéstico ni la toma de decisiones, sino
la ensenanza de la medicina a partir de cualquier red bayesiana o diagrama de
influencia cuyos nodos puedan clasificarse en hipétesis, observaciones y métodos
diagnédsticos. Ademds de calcular la probabilidad a posteriori de cada hipétesis,
BANTER es capaz de seleccionar el mejor método diagndstico para confirmar o
descartar cualquier hipdtesis, de examinar al usuario sobre la seleccién de métodos
diagndsticos, y de explicar su razonamiento (utilizando el método INSITE, de
Suermondt, del que hablarcmos en la sec. 4.3).

4 Las referencias pueden encontrarse en
http://ipvaimed9.unipv.it/lab/publications.html.

% Microsoft esta desarrollando también una red bayesiana para cardiologia (comunica-
cién personal de Eric Horvitz y Jack Breese), aunque atin no conocemos referencias
escritas.

5 Las referencias pueden encontrarse a partir de
http://wwv.auai.org/auvai-companies.html.

" El cédigo completo de algunas de las redes mencionadas en esta seccién, como PAT-
HFINDER, MUNIN y ALARM, puede encontrarse en
http://wwu-nt.cs.berkeley.edu/home/nir/public_html/Repository/.
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2.2 Aplicaciones desarrolladas en Espana

DIAVAL [10,12] es un sistema experto para el diagndstico de enfermeda-
des cardiacas, que considera principalmente la informacién ecocardiogréfica, aun-
que teniendo en cuenta también otras fuentes de informacién: datos persona-
les, sintomas y signos, hallazgos electrocardiogrificos, etc. Fue desarrollado por
Francisco J. Diez, de la Universidad Nacional de Educacién a Distancia, en co-
laboracién con el Hospital de la Princesa, de Madrid. El nombre se debe a que
inicialmente estaba orientado al DIAgnéstico de VALvulopatias. En la seccién 4
hablaremos de sus aportaciones en cuanto al paso de una red bayesiana a un
sistema experto completo.

DIABNET es un sistema de planificacién de terapias en diabetes gestacional,
construido por Elena Hernando [19] de la Facultad de Telecomunicacién de la
Universidad Politécnica de Madrid, en colaboracién con el Servicio de Endocri-
nologia y Nutricién del Hospital San Pau de Barcelona. Su base de conocimiento
estd constituida por una red bayesiana que modeliza cualitativamente el metabo-
lismo de la glucosa. Dado que esté orientado a la monitorizacién y al seguimiento
de una enfermedad, el empleo de redes dindmicas desempefia un papel esencial.

IctNeo [31] es un sistema destinado al tratamiento de la ictericia neonatal,
que esta siendo desarrollado por varios investigadores del Departamento de Inte-
ligencia Artificial de la Universidad Politécnica de Madrid, en colaboracién con el
Hospital Gregorio Marafion de Madrid. Ademads de las dificultades inherentes a la
construccién del diagrama de influencia (estructura, probabilidades condicionales
y funciones de utilidad), el tamaiio relativamente elevado de la red —59 nodos
en la ultima versién, con numerosos bucles— dificulta el calculo que llevarad a
determinar la politica terapéutica.

En la Universidad del Pais Vasco, Basilio Sierra y Pedro Larrafiaga [36] han
desarrollado un método para la construccién de redes bayesianas a partir de ba-
ses de datos mediante algoritmos genéticos, y lo han aplicado al prondstico en
dermatologia, concretamente a la prediccién de supervivencia de pacientes con
melanoma maligno (véase el capitulo de P. Larrafiaga en este mismo libro).

Por dltimo, mencionamos dos proyectos en curso: el de Carmen Lacave y Juan
Giralt, de la Universidad de Castilla-La Mancha, para el diagnéstico diferencial
de enfermedades infecciosas en pediatria, y el de Enrique Nell, para el diagnéstico
de enfermedades del miocardio. Ambos se encuentran atin en sus comienzos.

3 Construccion de MGP en medicina

Hay basicamente dos métodos para la construccién de redes bayesianas:
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— A partir de una base de datos, aplicando alguno de los métodos de aprendizaje
de redes descritos en capitulos anteriores de este libro.

— Con la ayuda de expertos humanos (médicos de la especidad, en nuestro caso),
mediante una serie de sesiones en que el constructor del modclo interroga a
los expertos y, con el conocimiento obtenido, va afadiendo nodos-variables,
enlaces y probabilidades condicionales a la red.

Describimos cada uno de ellos en las dos secciones siguientes.

3.1 Construccion a partir de bases de datos

La forma mas rapida de construir red bayesiana para medicina consiste en
tomar una base de datos que contenga un nimero suficientemente grande de casos
(de pacientes, generalmente) y aplicar algiin algoritmo de aprendizaje. Como estos
algoritmos ya se han descrito en capitulos anteriores de este libro, nos vamos a
limitar a discutir aqui su aplicacién en medicina.

En primer lugar, comprobamos que la mayoria de estos algoritmos suponen que
tenemos una base de datos en que el valor de cada variable estd determinado con
certeza para cada caso. Sin embargo, la mayor parte de las bases de datos médicas
s6lo recogen unos pocos de los datos observados, junto con el diagnéstico final.
En cambio, la construccién de una red bayesiana requiere especificar numerosas
variables intermedias, para que tengan validez las hipédtesis de independencia.

Es cierto que existen algoritmos capaces de encontrar variables ocultas exami-
nando las correlaciones entre los datos. Aun asi, sigue habiendo dos inconvenien-
tes. El primero es que hace falta una cantidad muy grande de datos para que los
resultados sean fiables; cl problema se agrava cuando aumenta la proporcién de
variables ocultas frente a variables registradas. Y el segundo inconveniente es que
puede ocurrir que las variables “descubiertas” no correspondan a ningin concepto
médico, con lo que la validez del modelo resultaria mds que cuestionable.

Esto explica por qué, a pesar de los numerosos trabajos sobre aprendizaje
automdtico de redes bayesianas, ninguna de las aplicaciones mencionadas en la
scc. 2 —salvo las construidas con fines académicos— se hayan construido mediante
estos algoritmos.

Finalmente, senalemos que tales algoritmos podrian ser iitiles, a lo sumo, para
construir redes bayesianas, pero no para generar diagramas de influencia, pues
son incapaces de extracr de las bases de datos nodos-decisién y nodos-utilidad.

3.2 Construccién con la ayuda de expertos humanos

La construccién de un MGP puede dividirse en dos fases. La primera de cllas
consiste en recopilar la informacidn cualitativa, es decir, cn identificar las ano-
malias y los datos relevantes, y formar una red causal con las relaciones entre
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ellos. La segunda fase se ocupa de recoger la informacién cuantitativa: las pro-
babilidades a priori y las probabilidades condicionales. Veamos cada una de ellas
por separado.

Obtencién de la informacién cualitativa. Todo MGP .implica un nimero
—generalmente elevado— de relaciones de independencia condicional, que, en
principio, habria que justicar mediante andlisis estadisticos; sin embargo, la falta
de datos empiricos impide casi siempre realizar tal comprobacién (los trabajos de
Luis Enrique Sucar [40,39] constituyen una notable excepcion). La alternativa mas
utilizada consiste en aplicar conocimiento sobre los mecanismos causales, aun-
que rara vez los constructores de los modelos se cuestionan las hipétesis que estin
introduciendo (aqui, las excepciones son el trabajo de Shwe y colaboradores [35]
y el de Diez [11], que resumimos a continuacién). Por ello, debemos interrogar a
los expertos sobre los mecanismos causales que, a su juicio, intervienen en nuestro
problema, y a partir de ellos intentar justificar las propiedades de independencia
mediante la aplicacién de las reglas siguientes (véase la fig. 1):

Figura 1. Independencia condicional para un nodo X con dos padres y dos hijos.

Independencia a priori. Cuando hay dos variables U, y U, tales que (1) no
existe correlacién conocida entre una y otra, (2) no hay ningiin mecanismo
causal por el que U; pueda producir U,, ni viceversa, y (3) no hay ninguna
causa comin de ambas, entonces podemos suponer que son a priori indepen-
dientes. Por ejemplo, entre el sexo y el pais de origen podemos suponer que
hay independencia a priori. Cuando la correlacién es pequena (por ejemplo,
entre sexo y edad), podemos considerar la posibilidad de despreciarla y tratar
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las variables como independientes a priori, con el fin de no complicar excesi-
vamente la propagacién de evidencia.

Independencia condicional entre varios efectos de una causa. Cuando
(1) X es una causa comin de Y; e Y2, (2) el mecanismo causal por el que
X produce Y; no interactda con el mecanismo X — Y2, (3) no hay ninguna
relacién causal conocida X — Y ni X — Y5, y (4) no hay ninguna otra causa
comin de Y} e Y3, entonces podemos suponer que ambas son condicionalmente
independientes dado X. Por ejemplo, entre un sintoma Y; y una prueba de
laboratorio Y3 indicativas de una misma enfermedad X, podemos suponer casi
siempre que hay independencia condicional.

Independencia condicional entre un efecto y sus “abuelos”. Cuando (1)
las causas de X son Uy,... ,U,, (2) el mecanismo X — Y es independiente de
cémo se ha producido X, y (8) no hay ningiin otro mecanismo conocido U; —
Y, entonces podemos suponer que U; e Y son condicionalmente independientes
dado X. Por ejemplo, la zona de origen (U;) y el grupo sanguineo (U;) son
dos factores de riesgo para el paludismo (X'); en la practica, podemos suponer
que la probabilidad de que el test de la gota gruesa (Y) —la prueba mais
habitual para detectar el paludismo— dé positivo es independiente de la zona
de origen y del grupo sanguineo una vez quc conozcamos con certeza si una
persona padece la enfermedad o no.

Desgraciadamente, hay muchos casos en que no se conocen los mecanismos
causales que llevan a una determinada alteracién. Por ejemplo, un libro de cardio-
logia puede afirmar que los principales factores riesgo del infarto agudo miocardio
(IAM) son la edad, el ser vardn, el ser de raza blanca, los antecedentes familiares,
el tabaquismo, la obesidad, el estrés, la ingesta elevada de sodio, la hipercoles-
terolemia, la diabetes y la hipertension arterial. Obviamente, estos ocho factores
no son independientes entre si, pero resulta imposible conocer en qué medida ca-
da uno de ellos afecta a los demds, pues, que nosostros sepamos, ninguno de los
numerosos estudios epidemilégicos que se han llevado a cabo sobre el IAM ha
intentado estudiar la dependencia e independencia condicional entre sus factores
de riesgo.

Aplicacién de la puerta OR. Otro de los puntos importantes, posterior a la
determinacién de la estructura de la red y previo a la obtencién de la informacién
cuantitativa, consiste en decidir cudles de las familias de la red pueden ser mo-
deladas mediante la puerta OR. En efecto, la puerta OR requiere muchos menos
pardmetros que el modelo general, lo cual conlleva ventajas en cuanto al almace-
namiento de la informacién, en cuanto a la propagacién de la evidencia y, sobre
todo, en cuanto a la obtencién del conocimiento, no sélo porque necesita muchos
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menos parametros, sino porque los pardmetros que intervienen son mucho mas
significativos para un médico y mas faciles de estimar que los elementos de una
tabla de probabilidad; por ejemplo, tienen mucho mas sentido las preguntas como
“;cual es la probabilidad de que U; produzca X?” que “jcudl es la probabilidad
de +z cuando +wu;, —uy, +uz y +u4?”’, con la complicacién adicional de que
nuestro especialista probablemente nunca ha visto un enfermo que padeciera a la
vez U, Uz y Uy, con lo que le resultaria absolutamente imposible estimar dicha
probabilidad.

Por iltimo, la puerta OR presenta ventajas en cuanto a la ezplicacion del ra-
zonamiento: concretamente, en presencia de un sintoma o signo S, la confirmacién
de una enfermedad causante de S resta credibilidad a las otras causas de S (este
fenémeno se denomina en inglés “explaining away”); y viceversa, la exclusién de
todas las causas de S excepto una, lleva a considerar ésta como el diagndstico mas
probable. Este tipo de razonamiento, que en medicina se denomina diagndstico
diferencial, es especifico de la puerta OR, y no se da en caso general.

Por tanto, es muy deseable aplicar la puerta OR siempre que sea posible, pero
para ello han de darse ciertas condiciones:

1. tanto el nodo hijo como sus padres han de ser variables que indiquen el grado
grado de presencia de una anomalia; es decir, el rango de valores debe ser
“ausente/presente” o “ausente/leve/moderada/severa” o un conjunto similar
[9]; esto impide la aplicacién de la puerta OR cuando los padres representan
otro tipo de variables, como la edad, el sexo o la raza;

2. cada uno de los padres representa una causa que puede producir el efecto (el
nodo hijo) en ausencia de las demds causas;

3. no hay sinergia entre las causas; es decir, el mecanismo por el que U produce
X es independiente de los mecanismos de las demds causas de X (obsérvese
que estamos hablando nuevamente de causalidad).

Por tanto, las condiciones 2 y 3 impiden la aplicacién de la puerta OR cuando
los padres representan factores de riesgo, tales como el tabaquismo, la obesidad,
la hipercolesterolemia, etc., ninguno de los cuales es capaz de producir (causar)
la enfermedad (el infarto agudo de miocardio, volviendo al ejemplo anterior) en
ausencia de los demas.

Obtencién de la informacién cuantitativa. Si ya la adquisicién del conoci-
miento cualitativo puede resultar complicada, mucho mas lo es la obtencién de
los datos numéricos. Por mas que revisemos la bibliografia médica, dificimente va-
mos a encontrar mas que una pequena parte de la informacién que necesitamos,
pues las descripciones que aparecen en la literatura son casi siempre cualitativas.
Veamos como ejemplo la siguiente afirmacién extraida de un libro especializado:
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El tumor primario mds comin en el corazén adulto es el mixoma y el
75% de ellos se localiza en la auricula izquierda, habitualmente en mujeres.
[Cursiva anadida.]

En esta breve cita, aparecen dos términos difusos, adulto y habitualmente. Es-
to nos plantea varios interrogantes: ;Desde qué edad se considera a una persona
como adulta? ;Distingue entre adultos y ancianos o los engloba a todos en el
mismo grupo? ;Qué frecuencia debemos entender por habitualmente? Hay estu-
dios psicoldgicos que pueden ofrecer una cierta ayuda a la hora de convertir las
expresiones cualitativas en probabilidades numéricas, pero las variaciones en las
asignaciones son tan grandes que resultan de poca utilidad.

El 1inico nimero concreto que aparece, “el 75%”, —no sabemos si se trata de
un resultado experimental o de una estimacién aproximada— tampoco es de gran
ayuda, porque no indica la probabilidad de que haya un mixoma en la auricula
izquierda, sino de que, habiendo mixoma, se localice en la auricula izquierda, lo
cual no es un dato que se pueda introducir directamente en la red.

Con este sencillo ejemplo pretendemos mostrar por qué se hace necesario casi
siempre recurrir a estimaciones subjetivas de expertos humanos, a pesar de que
la labor es tediosa y compleja (cf. [37],(22, cap. 4]).

3.3 Funciones de utilidad en medicina

La obtencién de funciones de utilidad en medicina es igualmente dificil. Al-
gunos de los primeros trabajos utilizaban escalas subjetivas, graduadas de 0 a
100; este método fue criticado porque las unidades de medida eran arbitrarias, es
decir, sin ningin significado médico objetivo, y variaban de una aplicacién a otra
dependiendo de cudles fueran los extremos escogidos.

Por eso se desarrollaron otros métodos basados en datos objetivos, como la
supervivencia a corto plazo (expresada en porcentajes) o la no morbilidad (el
numero de casos en que se curaba el paciente). La variable que con mas frecuencia
se ha empleado para determinar la utilidad es la esperanza de vida del paciente,
medida normalmente en afios, y con este criterio se han construido numerosos
modelos y programas de ordenador desde la década de los 70. Sin embargo, no
s6lo es importante la duracién de la vida, sino también la calidad, y por eso el
criterio mas adecuado en general es la esperanza de vida en salud (en inglés,
“quality-adjusted life-expectancy”), que se define como el tiempo el tiempo que
va a vivir el paciente multiplicado por la calidad de vida que va a tener; mas
exactamente, teniendo en cuenta que la calidad de vida varia con el tiempo, ¢(t),
la vida en salud para un paciente se define como
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VS= / ct) - dt (4)

La unidad de medida se denomina en inglés “quality-adjusted life-year”; nosotros
hemos propuesto como traduccién el término “afio-salud” (22, pig. 66).2

Sin embargo, hay casos en que las funciones de utilidad universales no tienen
sentido. Por ejemplo, ante la posibilidad de un embarazo, unas parejas manifiestan
mds interés que otras por tener un nifio (en unos casos la utilidad sera positiva y
en otros negativa), el riesgo que cada mujer estad dispuesta a asumir es distinto,
cada pareja valora de forma diferente las posibles malformaciones congénitas del
futuro nino, etc. Por eso se han desarrollado métodos que intentan conocer y medir
las preferencias de cada paciente. (Una discusién més extensa sobre la obtencién
de funciones de utilidad en medicina puede encontrarse en [22, cap. 3)).

Para concluir, comentamos que, cuando se trata de decidir si el coste econémico
de una terapia o un plan de actuacién compensa las ventajas obtenidas, éstas
pueden medirse de tres modos:

Anidlisis coste-efectividad: Mide la utilidad en alguna unidad médica, como
el nimero de vidas salvadas o el porcentaje de hipertensos controlados.

Anidlisis coste-beneficio: Asigna un valor econémico a los estados resultantes,
incluida la vida o la muerte del paciente, con el fin de medir la utilidad en
alguna unidad monetaria.

Analisis coste-utilidad: Valora la calidad de vida del paciente, generalmente
teniendo en cuenta sus preferencias, como acabamos de explicar.

Naturalmente, los diagramas de influencia son capaces de englobar estos tres tipos
de andlisis dentro de un mismo formalismo, pues una vez conocida la funcién de
utilidad el tratamiento matemadtico es idéntico.

4 De un MGP a un sistema experto

En la seccién anterior hemos hablado sobre la construccién de modelos grificos
probabilistas. Sin embargo, tales modelos no pueden considerarse por si mismos
como sistemas expertos, pues para ello necesitan, como minimo,

8 Un ario-luz es la distancia que la luz recorre en un afio; anilogamente, un asio-salud
es la “cantidad de salud” que una persona sana disfruta a lo largo de un aiio, o bien
la salud que una persona con la calidad de vida reducida a la mitad disfruta en dos
aios, etc.
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— un interfaz grdfico amigable, de modo que el usuario pueda introducir la in-
formacién de algin modo que le resulte familiar, sin tener que buscar en la
red la variable correspondiente a cada hallazgo;

— un generador de informes que selcccione las conclusiones mads relevantes, pues
el mostrar en una ventana la probabilidad a posteriori de cada variable es
claramente insuficiente;

— un método de ezplicacion del razonamiento, que justifique el diagndstico y
las recomendaciones ofrecidas por el sistema, de modo que el usuario pueda
aceptarlas o rechazarlas segin su criterio.

Sin estas tres caracteristicas, es seguro que incluso la red bayesiana que calcule
las probabilidades mds exactas o el diagrama de influencia que encuentre las
mejores decisiones en cada caso, nunca llegaran a aplicarse cn la practica. Por
eso vamos a describir a continuacion las distintas soluciones que se han propuesto
para cada uno de estos tres puntos.

4.1 Interfaz de usuario

Una limitacién de los primeros sistemas expertos —basados en reglas— es que
dirigian la consulta mediante una serie de preguntas, sin que el usuario pudiera
tomar la iniciativa sobre la informacion que deseaba introducir. En cambio, en
la mayor parte de los modelos graficos probabilistas, el problema es mas bien el
contrario, pues suelen limitarse a ofrecer una pantalla en la que se muestra la red,
de modo que el usuario debe sefialar los nodos a los que desea asignar un valor
en funcién de los hallazgos disponibles (el ejemplo mds conocido es MUNIN (2]).

Una paso adelante lo constituye PATHFINDER, que agrupa los posibles ha-
llazgos en categorias, lo cual facilita al usuario localizar el que desea introducir,
e incluso sugiere cudl es el sintoma o signo que debe buscar el usuario en funcién
del coste-efectividad [18, figs. 1.2 a 1.6].

El sistema experto DIAVAL, en cambio, implementa lo que en la terminologia
de los sistemas expertos se conoce como interfaz de iniciativa mizta, pues, por un
lado, ofrece una serie de pantallas en un orden determinado, con lo que se facilita
la recogida sistemadtica de los hallazgos ecocardiogrificos, mientras que, por otro,
ofrece una serie de memis que permiten acceder directamente a la ventana deseada.

4.2 Generacion de diagnésticos e informes

Algunos de los sistemas de diagndstico probabilistas se limitan a ofrecer sus
conclusiones en una pantalla donde muestran la probabilidad a posteriori para
cada variable [2]. Otros, como PATHFINDER (18], presentan una lista de las
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variables correspondientes al diagnéstico, ordenadas de mayor a menor probabi-
lidad.

DIAVAL [10, cap. 13], en cambio, aborda el problema estableciendo dos umbra-
les, de certeza y de relevancia, y asignando a cada nodo dos factores: la relevancia
para diagndstico positivo (RDP) y la relevancia para diagndstico negativo (RDN),
en una escala subjetiva de 0 a 10;? naturalmente, las enfermedades tienen factores
de relevancia mas altos que los estados patofisiolégicos y las alteraciones interme-
dias. Por otro lado, los nodos estdn agrupados en 21 capitulos, cada uno de los
cuales corresponde a una parte del corazén (una vilvula, el pericardio, etc.) o a
un tipo de informacién (antecedentes familiares, factores de riesgo, etc.).

Tras propagar la evidencia, el programa selecciona dentro de cada capitulo
aquellos nodos que superan tanto el umbral de certeza como el de relevancia;
bajando estos umbrales, el usuario puede conseguir que se muestren diagndsticos
menos probables o menos importantes, respectivamente. Esto permite presentar
las conclusiones de forma ordenada, primero en una pantalla, donde el médico
puede introducir las correcciones que estime oportunas, y después en un informe
escrito que pasa a un procesador de texto y a una impresora.

4.3 Explicacién del razonamiento

Hemos mencionado ya que, para que una red bayesiana pueda considerarse
como verdadero sistema experto, hace falta que pueda explicar su proceso de ra-
zonamiento.!® El objetivo principal de la capacidad de explicacién es justificar
los resultados, de modo que el usuario pueda decidir si las conclusiones que
ofrece el programa son correctas o no; de hecho, es famoso el estudio de Teach y
Shortiliffe [42] en que se demuestra que los médicos son muy reticentes a aceptar
el consejo de un ordenador si no pueden confirmar su fundamento.!! Ademas, la

9 Diagnésticos positivos son, por ejemplo, la estenosis mitral leve, moderada y severa.
La ausencia de estenosis es un diagndstico negativo.

10 En los sistemas de didgnostico se habla a veces de ezplicacién como un “conjunto de
hipétesis capaz de justificar las anomalias observadas”; en cambio, aqui nos referimos
a un concepto diferente: la ezplicacion del razonamiento trata de mostrar cémo y por
qué el sistema ha llegado a sus conclusiones.

I Conviene destacar en relacién con este punto la evolucién que se ha producido en las
dos iltimas décadas en la forma de entender la inteligencia artificial. Anteriormente,
el objetivo principal era construir programas que igualaran o superaran la capacidad
de los seres humanos; por eso, en la evaluacién de los sistemas expertos médicos se
trataba de demostrar que diagnosticaban igual o mejor que los propios especialistas.
Hoy en dia, la inteligencia artificial trata ante todo de construir sistemas que colaboren
de forma simbidtica con el ser humano, aprovechando lo mejor de lo natural y de lo
artificial; en esta linea, la evaluacién mds positiva de un sistema experto serd aquélla
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capacidad de explicacién es sumamente 1til durante la construccién del modelo
para depurar los errores que de otro modo serian dificiles de detectar y co-
rregir. Y una tercera ventaja de la capacidad de explicacion es la ensefnanza;
por ejemplo, en la seccién 2 hemos mencionado el sistema BANTER, que permite
utilizar redes bayesianas para instruir a estudiantes de mecdicina. En esta seccién
vamos a describir algunos de los métodos de explicacién propuestos para sistemas
probabilistas.

Como hemos dicho en la seccién 1.1, los primeros sistemas bayesianos de
diagnéstico se basaban en el método probabilistico cldsico. Expresando la ecua-
cién (3) en forma logaritmica,

P(di|hy,... ,hm) _ hk|d
%8 Bl o) Z Pl |d;) )

se observa que el primer término del segundo miembro es independiente de la evi-
dencia encontrada, de modo que son los términos del sumatorio los que aumentan
o disminuyen la probabilidad de d; frente a d;; resulta asf muy sencillo averiguar
cudles son los datos que mas han contribuido a favor o cn contra de una deter-
minada hipétesis. Este es basicamente el método utilizado en el sistema MEDAS
(4], en GLADYS ([38] y en el sistema para la clasificacién de apoplejias de Reggia
y Perricone [30] y es, en esencia, cl mismo que usa Heckerman en PATHFINDER
[18, sec. 6.2.1]

En la misma linea, y dentro ya de las redes bayesianas, Sember y Zuckerman
(34] abordan un problema diferente: cémo explicar los cambios en la probabilidad
a posteriori de un nodo en un poliarbol mediante el andlisis de los mensajes m y
A

Otro trabajo interesante es el de Jensen y colaboradores [20] sobre la deteccién
de conflictos en redes bayesianas. Para un conjunto de hallazgos S, definen una
medida del conflicto como

P(sy) ... - P(sy)
P(S[,... ,S,,) (6)

conf(sy,...,s,) = log,

Esta expresion refleja la idea de que la medida del conflicto debe aumentar cuando
la probabilidad de que los hallazgos se presenten de forma conjunta es mucho
menor que la probabilidad de aparezcan independientemente. Como el cilculo
se realiza a partir de medidas locales, es posible rastrear el origen del conflicto,

que demuestre que el médico ayudado por el sistema experto diagnostica mas rapido
y mejor que el médico solo. Y para que pueda darse esta simbiosis hombre-maquina
es fundamental la explicacién del razonamiento.
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aunque con el inconveniente de que estas medidas locales no corresponden a la
verdadera estructura de la red bayesiana, sino a la del drbol de cliques.

En una linea muy diferente, el sistema experto DIAVAL [10, cap. 8] ofrece un
método de explicacién que se basa en la distincién de seis tipos de enlaces, dos
para el modelo general (influencia y pardmetro) y cuatro para la puerta OR (cau-
salidad, tipo, manifestacion y observacién), y ofrece varias opciones de explicacién
para cada nodo, enlace o dato cualitativo: probabilidad a priori, probabilidad a
posteriori, causas, efectos, sensibilidad, especificidad, intervalos, férmula con que
se calcula, etc. En particular, la utilizacion generalizada de la puerta OR permite
explicar en la mayor parte de los casos cudl es la causa mas probable de cada
anomalia. Por 1ltimo, el interfaz gréfico permite navegar por la red observando
los diferentes nodos y enlaces.

Los métodos descritos hasta ahora intentan explicar en qué medida la distri-
bucién de probabilidad de un nodo se ve afectada por las probabilidades de sus
vecinos; es lo que se conoce como nivel micro [34]. En cambio, el nivel macro
rastrea las principales lineas de razonamiento a lo largo de la red.

Por ejemplo, el sistema NESTOR, de Cooper [5,6] (véase la scc. 2), ofrecia dos
posibilidades de macro-explicacion. Una de ellas consistia en mostrar, en forma
de texto, las cadenas de enlaces que relacionaban una hipétesis con los hallazgos.
La otra mostraba numérica y graficamente cémo se iban modificando las proba-
bilidades de dos hipétesis seleccionadas a medida que se introducian la evidencia.

En la tesis de Suermondt [41], dirigida por Cooper, se presenta la metodologia
INSITE, que consiste en medir la influencia de los hallazgos sobre cada nodo de
la red, con la posibilidad de examinar con mas detalle ciertas cadenas de nodos.
Como medida del impacto existen varias funciones posibles; por defecto, el sistema
toma la entropia cruzada (cross-entropy).

Hay otros dos métodos, desarrollados por Druzdzel y Henrion. El primero de
ellos [13] se basa en el concepto de escenario, definido como la asignacién de valo-
res para las variables (discretas) de un subconjunto. El algoritmo de explicacién
selecciona las variables relevantes y halla los escenarios mas probables; después
ordena las variables y las une mediante frases, generando asi una historia causal
de cémo se han producido los hechos [13, sec. 8.3.3].

El otro método que proponen Druzdzel y Henrion [13], se basa en las redes
cualitativas de Wellman, que, en vez de utilizar informacién numérica, sélo con-
sideran si la influencia de un nodo sobre otro es positiva (si hace aumentar la
probabilidad de los valores mds altos), negativa, nula o ambigua (desconocida);
la puerta OR desempeiia un importante papel en este modelo [44]. Examinando
el impacto de la propagacion de evidencia entre nodos vecinos, se puede generar
una cadena de enlaces entre las dos variables de interés, en que cada eslabén se
explica dependiendo de si la influencia es positiva o negativa y del tipo de interac-
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cién: abductiva, deductiva-predictiva o intercausal (lo explicamos en la préxima
seccion) .

5 Conclusion

5.1 Ventajas de los MGP

La principal ventaja de los MGP frente a métodos alternativos ‘para el tra-
tamiento de la incertidumbre es su fundamento normativo, es decir, que se
basan en una teoria matemadtica que indica qué probabilidades son necesarias,
cémo deben obtenerse y cémo han de combinarse.!?

Por tanto, los MGP gozan de este apoyo que no tienen los sistemas desarro-
llados ad hoc, tales como el método subjetivo de PROSPECTOR, los factores
de certeza del MYCIN o los innumerables métodos de inferencia difusa. La nica
justificacién posible para estos métodos es construir un sistema y ver que funciona
correctamente. Sin embargo, puede repetirse el caso de MYCIN, cuya evaluacién
resulté6 completamente satisfactoria, a pesar de que tenia graves inconsistencias,
que habrian quedado en evidencia si se hubieran escogido los casos de prueba
oportunos.

Otra ventaja de pricticamente todos los MGP desarrollados hasta la fecha es
que emplean razonamiento causal, lo cual permite tres tipos de razonamien-
to: abductivo (de los efectos a las causas), deductivo-predictivo (de las causas a
los efectos) e intercausal (entre dos causas de un mismo efecto). Dicho de otro
modo: los MGP, por su fundamento normativo, son capaces de obtener todas y
dnicamente las inferencias que estdn justificadas. En cambio, los sistemas basados
en reglas (ya utilicen factores de certeza o légica difusa) sélo admiten un tipo de
inferencia, de los hallazgos hacia las hipétesis, sin tener en cuenta la distincién
entre estos tres distintos tipos de razonamiento, lo cual puede dar lugar a serias
inconsistencias (cf. [10, sec. 2.4] y las referencias que contiene).

Esta capacidad de los MGP cs consecuencia directa del tratamiento explicito
de las dependencias e independencias condicionales. Paraddjicamente, el

2 Aunque muchos de los principales partidarios de las redes bayesianas defienden la
interpretacion subjetivista de la probabilidad, nuestra postura personal es que en el
campo de la medicina es posible y por tanto deseable utilizar probabilidades objetivas
procedentes de estudios epidemioldgicos [40]. Sélo en el caso de que no se hayan rea-
lizado los estudios estadisticos necesarios tendremos que recurrir a la estimacién de
los expertos humanos, pero siendo conscientes de que estamos intentando obtener es-
timaciones subjetivas de magnitudes objetivas. Aunque debate sobre la interpretacién
de la probabilidad es bastante complejo, afortunadamente todos los que trabajamos
en el campo de los MGP estamos de acuerdo en los principios axiomaticos y en la
forma de construir las redes, aunque las interpretaciones filoséficas sean diferentes.
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argumento que con mas frecuencia se utilizé en torno a los anos 70 para ne-
gar un papel relevante a los modelos probabilistas en la inteligencia artificial,
especialmente en aplicaciones médicas, era que incluian hipétesis injustificadas
de independencia condicional. La situacién se invirtié a partir de los trabajos de
Pearl, Lauritzen, Spiegelhalter y otros, que demostraron que las redes bayesianas
podian representar correctamente las relaciones de dependencia e independencia,
y por otro lado, los trabajos de Heckerman, Horvitz y otros, que demostraron que
los métodos basados en reglas contenian hipétesis de independencia condicional
mads estrictas y mas dificiles de justificar —por no decir que eran generalmente
falsas— que las contenidas en los MGP.

5.2 Limitaciones de los MGP en medicina

Uno de los inconvenientes principales de los MGP es que los algoritmos actuales
tienen complejidad exponencial para redes generales; de hecho, la computa-
cién de la probabilidad en redes bayesianas y, por consiguiente, la evaluacién de
diagramas de influencia, es un problema NP-dificil tanto para los métodos exactos
como para los aproximados, segiin se ha comentado en capitulos anteriores. Sin
embargo, algunos de los algoritmos actuales son capaces de computar modelos
médicos bastante complejos en intervalos de tiempo razonables, e incluso exis-
ten aproximaciones y modelos simplificados que permiten abordar problemas de
mayor tamano.

Otro de los obstaculos para la aplicacién de los MGP a problemas médicos
es la dificultad para construir las redes. No vamos a insistir mas en ello por-
que ya hemos comentado en la seccién 3.1 tanto la escasez de bases de datos
completas como las carencias de conocimiento que dificultan la construccién con
ayuda de expertos humanos. Sin embargo, conviene senalar que ésta no es una
deficiencia de los MGP, sino una dificultad intrinseca de los problemas que esta-
mos abordando. Hay otros métodos que no requieren tantos parametros, incluso
hay técnicas puramente cualitativas, pero en nuestra opinion, estas alternativas
no aportan ninguna ventaja, sino que simplemente prescinden de informacién que
resulta dificil de obtener, pero que es esencial.

Por otro lado, aunque hemos criticado anteriormente los sistemas basados en
reglas, debemos reconocer que tienen una ventaja importante frente a los MGP
—al menos en la actualidad— que es la facilidad para controlar el razona-
miento, fijando objetivos y generando las preguntas oportunas. En teoria, los
MGP tendrian ventaja en este punto, pues la teoria de la informacién y de la
decisién permiten determinar exactamente cudl es la relacién coste-efectividad de
cada nuevo hallazgo; sin embargo, los algoritmos generales son impracticables por
la desorbitada cantidad de tiempo que necesitarian. Existen métodos que intro-
ducen hipétiesis simplificadores con el fin de seleccionar las preguntas adecuadas,
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pero ain no hay una metodologia sélidamente establecida. De hecho, segin nues-
tros conocimientos, los tnicos sistemas comerciales que utilizan estos métodos
son PATHFINDER (18] y los modelos de diagndstico que Microsoft incorpora en
Windows’95 y Windows’98.

Finalmente, otra limitacién de los MGP es la dificultad para explicar el
razonamiento, pues los métodos y modelos presentados en la seccién 4.3 estdan
atin lejos de ofrecer explicaciones comprensibles y satisfactorias para los médicos
que pudieran utilizar los MGP desarrollados actualmente.

Nota. En la bibliografia hemos incluido solamente aquéllas referencias relativas a los
MGP; el resto puede encontrarse en [10] (las relativas a las funciones de utilidad en
medicina estdn en [22]). Muchas de ellas aparecen también en [27] o cn [18].
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Resumen

En este capitulo se presentan tres ejemplos: el tanque de presion, el sistema
de distribeucion de energia y el modelo de daiio en vigas de hormigén armado.
Con ellos se ilustran los tres casos tipicos de redes bayesianas que se presentan
en la prictica: modelos discretos, continuos y mixtos. Se comienza analizan-
do la definicién del problema y la eleccién de las variables que intervienen, asi
como las relaciones de independencia entre cllas mediante una representacién
gréfica apropiada. Una vez disciiada la estructura, sc asignan las probabilidades
condicionales completando asi el proceso de definicién de la red bayesiana. Se-
guidamente se ilustran los diversos métodos de propagacion de evidencia (exac-
ta, aproximada y simbdlica), mediante su aplicacién a diferentes hipétesis de
evidencia y se discuten los resultados.

1 Introduccién.

En este capitulo se aplica la metodologia presentada en los capitulos anteriores
a tres casos de la vida real:
— El problema del tanque de presién (Seccion 2).
— El problema del sistema de distribucion de energia (Seccion 3).
— El problema de dano en vigas de hormigén armado (Secciones 4 y 5).

Con estos tres ejemplos se ilustran las etapas que deben seguirse cuando se
analizan casos reales con los diferentes modelos probabilisticos que se han intro-
ducido en los capitulos anteriores.

Tal como cabe esperar, estas aplicaciones son mas complicadas que los simples
ejemplos que se utilizan para ilustrar ciertos métodos. Por otra parte, muchas de
las hipétesis que se hacen para simplificar las cosas no suelen verificarse en la
practica (véasc Pearl [32]. Por cjemplo:
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— Las variables pueden ser discretas (binarias, categéricas, etc.), continuas, o
mixtas (algunas discretas y otras continuas).

— Las relaciones entre las variables pueden ser muy complicadas y, como conse-
cuencia, la especificacién de los modelos probabilisticos puede ser dificil y dar
problemas (véase Pearl [30] y Campos and Moral [2]).

— La propagacién de evidencia puede requerir mucho tiempo, debido al gran
numero de pardmetros y a la complejidad de las estructuras de la red (véase
Diez [22]).

En los tres ejemplos que se presentan en este capitulo aparecen algunos de los
problemas anteriores.

Todos los calculos se han hecho utilizando los programas de ordenador escritos
por los autores.!

El lector interesado en otros ejemplos puede consultar Diez [21], Castillo, Gu-
tiérrez y Hadi [6,12], Castillo, Hadi y Solares [15).

2 El Sistema del Tanque de Presién

2.1 Definicién del problema

La Figura 1 muestra el diagrama de un tanque de presién con sus elementos
mads importantes. Se trata de un tanque para almacenar un fluido a presién, que
se introduce con la ayuda de una bomba activada por un motor eléctrico. Se
sabe que el tanque no tiene problemas si la bomba funciona durante un periodo
inferior a un minuto. Por tanto, se incorpora un mecanismo de seguridad, basado
en un relé, F, que interrumpe la corriente tras funcionar 60 segundos. Ademas,
un interruptor de presion, A, corta también la corriente si la presion en el tanque
alcanza un cierto valor umbral, que se considera peligroso. El sistema incluye un
interruptor, E, que inicia la operacién del sistema; un relé, D, que suministra
corriente tras la etapa de iniciacién y la interrumpe tras la activacién del relé F;
y el relé C, que activa la operacién del circuito eléctrico del motor. El objetivo
del estudio consiste en conocer la probabilidad de fallo del tanque de presién, asi
como analizar la influencia de causas comunes de fallo.

2.2 Representacion mediante una red bayesiana

Puesto que se estd interesado en el andlisis de todas las posibles causas de
fallo del tanque B, se introduce una nueva variable K que denota este suceso. Se

! Estos programas pueden obtenerse en la direccion World Wide Web (WWW)
http://ccaix3.unican.es/” AIGroup.



Algunas aplicaciones de las RB en ingenieria 267

lInterruptor
presion
A

Depésito U

Tamque

Figura 1. Un diagrama del sistema del tanque de presion.

usard la notacién K = 1 para indicar el fallo del tanque, y K = 0 para el suceso
complementario de no fallo. Similarmente, se utiliza cl valor 1 para representar
los fallos de las respectivas componentes A, ..., F y el valor 0 para representar
los sucesos correspondientes al no fallo.

Basandose en la descripcion previa del problema, se puede escribir la siguiente
expresion logica para el fallo del tanque:

B=1)VvEC=1)Vv({(A=D)A(E=1)V(D=1)V(F=1)), (1)

donde los simbolos V y A se usan para o e y, respectivamente. Esta expresion se
obtiene combinando todas las posibilidades de fallo de las diferentes componentes
que conducen al fallo del tanque. Esta ecuacién puede expresarse de una forma
mucho mads intuitiva usando lo que se llama un drbol de fallos. La Figura 2(a)
muestra el arbol de fallos correspondiente a la expresion (1). En este arbol, los
fallos de los relés D y F se combinan para dar una causa de fallo intermedia,
G; seguidamente G se combina con E para definir otra causa intermedia, H, y
asi sucesivamente. Este drbol incluye las variables iniciales {A4,..., F'} asi como
los fallos intermedios {G,...,J} que implican el fallo del tanque. Por tanto, el
conjunto final de variables usadas en este ejemplo es X = {4,...,K}.

Puesto que los fallos de las diferentes componentes del sistema son las causas de
los fallos intermedios y, finalmente, del fallo del tanque, se puede obtener un grafo
dirigido que reproduzca estas dependencias entre las variables que intervienen en el
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Figura 2. (a) Arbol de fallos del sistema del tanque de presién, y (b) grafo dirigido
asociado.

modelo (véase la Figura 2(b)). Este grafo contiene la estructura de dependencia de
la red bayesiana. De este grafo se deduce que la funcién de probabilidad conjunta
de todos los nodos puede escribirse en la forma

p(z) = p(a)p(b)p(c)p(d)p(e)p(f)p(gld, f)p(hle, 9)p(ila, h)p(j|c,i)p(k|b, 5). (2)

Las distribuciones de probabilidad condicionales asociadas a las causas inter-
medias en el drbol de fallos se muestran en la Tabla 1, donde se dan sélo las
probabilidades condicionales de los fallos, puesto que p(no fallo) = 1 — p(fallo).
Por otra parte, las probabilidades marginales asociadas a las componentes del
sistema representan las probabilidades iniciales de fallo de cada una de sus com-
ponentes. Supdngase que las probabilidades son

p(A=1)=0002, p(B=1)=0001, p(C =1)=0.003, 3)
p(D =1) =0.010, p(E=1)=0.001, p(F =1)=0.010.

El grafo de la Figura 2(b), junto con las tablas de probabilidad que se muestran
en (3) y en la Tabla 1, define una red bayesiana que corresponde al ejemplo del
tanque de presién. La correspondiente funcién de probabilidad conjunta se da en

(2).

2.3 Propagacién de Evidencia

El grafo de la Figura 2(b) es un polidrbol, lo que significa que se puede utilizar
el algoritmo para polidrboles para la propagacién de la cvidencia. Supéngase,
en primer lugar, que no hay evidencia disponible. En este caso se obtienen las
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D|F|p(G =1|D,F)| |Elclp(H = 11E,G)| |A|lH|p(1 = 114, H)
1{1 1 11 1 1|1 1
1{0 1 110 1 110 0
0|1 1 01 1 0]1 0
olo 0 0|0 0 0|0 0
clilpa =110, 0| (Blafpr =11B,7)
11 1 11 1
1(0 1 1{0 1
01 1 0f1 1
0|0 0 0|0 0

Tabla 1. Probablidades condicionales de fallo de las variables intermedias en el sistema
del tanque de presidn.

probabilidades marginales de los nodos que se muestran en la Figura 3 (valores
en la parte superior de cada nodo). Nétese que la probabilidad de fallo inicial del
tanque es p(K = 1) = 0.004.

Supdngase ahora que las componentes F' y D fallan, es decir, se tiene la evi-
dencia {F = 1,D = 1}. Las nuevas probabilidades condicionales de los nodos se
muestran en la Figura 3 (valores en la parte intermedia de cada nodo). Nétese
que los fallos de los relés F' 'y D inducen el fallo de los nodos intermedios G y H,
pero la probabilidad de fallo del tanque es todavia pequena (p(KX = 1) = 0.006).

Para continuar la ilustracién, supéngase que finalmente el interruptor de pre-
sion A también falla (A = 1). Si se propaga la evidencia acumulada (F =1,D =
1, A = 1) se obtienen las nuevas probabilidades condicionales de los nodos que se
muestran en la Figura 3 (valores en la parte inferior de cada nodo). Ahora, puesto
que p(K = 1) = 1, el fallo de estas componentes F, D y A, implican el fallo de
todos los nodos intermedios y el fallo del tanque.

2.4 Considerando Causas Comunes de Fallo

Supéngase ahora que hay una causa comuin de fallo para los relés C, D y
F. Por ejemplo, supéngase que estos relés han sido construidos en las mismas
circunstancias. Por ello, una posibilidad consiste en anadir un nuevo nodo Z
(ver Figura 4), que representa la causa comiin de fallo, por ejemplo, fallo en la
fabricacién de los relés (se suponen procedentes del mismo proceso de fabricacién).
Este nuevo nodo se enlaza con los tres relés para indicar su efecto de causalidad
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Figura 3. Las probabilidades marginales (arriba) y probabilidades condicionales dadas
las evidencias {F = 1,D = 1} (en medio), y {F = 1,D = 1,A = 1} (abajo) para el
tanque de presion.

comiin de fallo. Ahora, el grafo de la Figura 4 es un grafo miltiplemente conexo,
y el algoritmo para polidrboles ya no puede aplicarse. En este caso, tiene que
utilizarse un algoritmo de propagacién mas general, tal como el de agrupamiento,
para propagar la evidencia en un arbol de unién asociado al grafo.

Segn el grafo de la Figura 4, la funcién de probabilidad conjunta de los nodos
puede factorizarse en la forma

p(z) = p(a)p(b)p(c|z)p(d|z)p(e)p(f|z)p(gld, f)
p(hle, 9)p(ilh, a)p(jlc,i)p(k|b, 5)p(z). (4)

Las correspondientes funciones de probabilidad condicionales se dan en la Tabla
2.

Para usar el algoritmo de agrupamiento, se necesita en primer lugar moralizar
y triangular el grafo de la Figura 4. Uno de los grafos no dirigidos moraliza-
dos y triangulados obtenido aplicando el algoritmo de maxima cardinalidad (ver
Castillo, Gutiérrez, and Hadi [13]) se muestra en la Figura 5.

Los conglomerados de este grafo son

Ci1 = {A,H,I},C, = {E,G,H},Cs = {B,J,K}, Cs = {J,I,C},
Cs ={C, 2,1}, Cs = {I,Z,H}, C; ={H,G,Z},Cs = {Z,F,G,D}.
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Figura 4. Grafo dirigido para el caso del tanque de presion cuando se considera una
causa comun de fallo Z.

Alp(A)| |B(p(B)| |E|p(E)| |Z|p(2)
0.002 0.001 0.001

—
—
—

—

0.003

Z|p(C =1|2)||Z|p(D = 1|2)||Z|p(F = 1|2Z)
0.9 1| 09 1| 09

—

o| o001 [lo| o001 [lo|] o.001
D|F|p(G =1|D,F)| |E|G|p(H =1|E,G)
11 1 11 1
1|1 1 1{o 1
o1 1 0|1 1
olo 0 0lo 0
AlH|p(r =114, /)| |[c|tlp(s =110, 1) |BlJ|p(sc = 11B,9)
1{1 1 11 1 1)1 1
1|0 0 1lo 1 1{0 1
0|1 0 o1 1 o1 1
0|0 0 0lo 0 0lo 0

Tabla 2. Probabilidades de fallo para el tanque de presién cuando se considera una
causa comiin de fallo Z.
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Figura 5. Un grafo moralizado y triangulado asociado al grafo dirigido de la Figura 4.
Se muestra una numeracién perfecta de los nodos.

Por ello, (4) puede escribirse también usando la representacién potencial
p(z) = ¥(a, h,i)P(e, g, h)P(b, J, k)Y (5,1, )Y (c, z,0)¥(i, z, b)Y (h, g, 2)¥(z, f, 9, d),
donde

¥(a, h,i) = p(a)p(ilh,a) ; Y(e, g, h) = p(e)p(hle, g);

¥(b, 3, k) = p(b)p(k|b, j) ; ¥(5,1,¢c) = p(jlc,9);

¥(c,2,1) = p(2)p(clz) ¥, z,h) =1,

Y(h,g,2) =1 s ¥(z, f,9,d) = p(d|z)p(f|2)p(gd, f).

EL arbol de unién obtenido se muestra en la Figura 6.

Supdngase, en primer lugar, que no hay evidencia disponible. Aplicando el
algoritmo de agrupamiento a este arbol de unién u otros métodos (véase Cano [3]),
se obtienen las probabilidades marginales iniciales de los nodos que corresponden
a los valores superiores mostrados en la Figura 7. La probabilidad inicial de fallo
del tanque es p(K = 1) = 0.004. Nétese que esta probabilidad coincide con la
correspondiente al caso de no considerar las causas comunes.

Ahora se considera la evidencia F = 1y D = 1, y se obtienen las probabilida-
des condicionales que corresponden a los valores intermedios mostrados en la Figu-
ra 7. La probabilidad condicional actualizada de fallo es ahora p(K = 1) = 0.899.
Nétese que con esta misma evidencia la probabilidad de fallo del tanque en el
caso de no considerar causas comunes de fallo era p(K = 1) = 0.006. La razén
que explica esta diferencia es que se ha considerado que el relé C tiene una causa
comiin de fallo con los relés F y D, por lo que, el fallo de aquel relé implica un
aumento considerable de la probabilidad de fallo de éstos.
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Figura 6. Un drbol de unién obtenido a partir del grafo no dirigido moralizado y trian-

gulado en 5.

Figura 7. Probabilidades marginales iniciales de los nodos (arriba) y probabilidades
condicionales dadas las evidencias {F =1, D = 1} (en medio),y {F=1,D=1,4A=1}
(abajo) para el tanque de presién con causa comiin de fallo.
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Finalmente, cuando se considera la evidencia adicional A = 1, se obtiene
p(K = 1) = 1, lo que indica que el tanque falla en este caso (véanse los valores
inferiores de la Figura 7).

2.5 Propagacién Simbdlica de Evidencia

En esta seccién se aplican los métodos de propagacién simbdlica de evidencia
(véase Castillo, Gutiérrez y Hadi [5,7-9] o Castillo, Gutiérrez, Hadi y Solares
[14]) para realizar un analisis de sensibilidad (ver Castillo, Gutiérrez y Hadi [10],
Castillo, Solares y Gémez [16-19] o Castillo, Sarabia, Solares y Gémez [20]; es
decir, se desea estudiar el efecto de cambiar las probabilidades asociadas a algunos
nodos en las probabilidades de otros nodos de la red. Como ejemplo, modifiquemos
algunas de las probabilidades condicionales en (3) y la Tabla 2 incluyendo algunos
pardmetros simbdlicos para los nodos Z y D. Se reemplazan las probabilidades
de los nodos Z y D por

p(D=1Z=0)=0.001, p(D=1|Z=1)=¢q,p(Z=1) =p.

donde 0 < p<1y0< q<1sonlos pardmetros simbdlicos.

Para el caso sin evidencia, usando el método simbdlico descrito por Castillo,
Gutiérrez y Hadi [13], se obtienen las probabilidades marginales de los nodos que
se muestran en la Tabla 3.

En esta tabla, se ve que las probabilidades marginales de los nodos C, F y
Z dependen de p pero no de q. También se puede ver que las probabilidades
marginales de los nodos D, G, H, J, y K dependen de ambas p y q. Sin embargo,
las probabilidades marginales de los nodos G, H, J y K son mucho mds sensibles
a p que a g (los coeficientes de p son mucho mayores que los de ¢). También, la
probabilidad marginal del nodo I depende de g débilmente.

Los métodos simbdlicos pueden usarse también para calcular las probabilidades
condicionales de los nodos dada cualquier evidencia. Por ejemplo, la Tabla 3 (en su
parte derecha) da las probabilidades condicionales de los nodos dada la evidencia
F=1.

Castillo, Gutiérrez y Hadi [13] muestran c6mo pueden usarse las expresiones
simbdlicas, tales como las de la Tabla 3, para obtener cotas para las probabilidades
marginales y condicionales de los nodos. Para el caso sin evidencia, la Tabla 4
muestra las probabilidades marginales iniciales de los nodos y sus correspondientes
cotas inferior y superior, que se obtienen cuando los parametros simbdlicos toman
sus valores extremos (los llamados casos candnicos):

p00=(p=0)q=0)y Po1

0,q
po=((@P=149=0), pn 1

i
i

(p=0,q=1),
(=1aq=1). )
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X p(Xi=1) p(Xi=1|F=1)
yy 0.002 0.002
0.001pq
0.001
B 00 0.001 — 0.001p + pg
U.1pq
c 0.001 + 0.899p 0.001 — 0.001p + pq
D| _0.001 —0.001p + pq 1
0.9pq
F 0.001 + 0.899p 0.001 — 0.001p + pg
G| 0.002 + 0.898p + 0.1pg 1
H| 0.003 +0.897p + 0.1pq 1
I| 0.0018p + 0.0002 ~°2
-0018p + 0.0002pq 0.001 0—9(()).(())2011) +pq
9002pq
J {0001 + 0.899p + 0.00002pq| oo _009001;; +pq
Opq
K'0.002 + 0.898p + 0.00002pq | 5= %201,, + pq
z
p 0.001 — 0.001p + pq

Tabla 3. Probabilidades de los nodos sin evidencia y dada la evidencia F = 1, como
funcién de los pardmetros p y q.
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Nétese que el rango de la variable, es decir, la diferencia entre las cotas superior
¢ inferior, puede utilizarse como un indicador para medir la sensibilidad de las
probabilidades a cambios en los valores de los parametros (un rango reducido
significa que es poco sensible).

=

poo | par | pro | pn1 || Inf. |Sup. [[Rango
0.002]0.002|0.002|0.002{|0.002|0.002{| 0.000
0.001/0.001(0.0010.001{|0.001{0.001 ([ 0.000
0.001/0.001}0.900{0.900(|0.001]0.900|| 0.899
0.001{0.0010.000(1.000)(0.000]1.000(| 1.000
0.001/0.001}0.001{0.001|0.001{0.001|( 0.000
0.001/0.001{0.900{0.900{|0.001{0.900(( 0.899
0.002]0.002)0.900{1.0001|0.002]1.000|| 0.998
0.003(0.0030.900(1.000)({0.003}1.000(| 0.997
0.000{0.000/0.002(0.002|(0.000]0.002{| 0.002
0.001/0.001}0.900/0.900||0.001{0.900|| 0.899
0.002(0.002{0.900(0.900)(0.002{0.900(| 0.898
0.000|0.000/1.000|1.000{{0.000{1.000{| 1.000

Il o onn
L R e e e

N RS ~TQTMEHUOQW
I

Tabla 4. Probabilidades marginales iniciales de los nodos y sus correspondientes cotas
inferior y superior para los casos canénicos en (5).

3 Sistema de Distribucion de Energia

3.1 Definicién del problema

La Figura 8 muestra un sistema de distribucion con tres motores, 1, 2,y 3, y
tres temporizadores, A, B y C, que estdn normalmente cerrados. Una pulsacién
momentanca del pulsador F suministra energia de una bateria a los relés G e I.
A partir de ese instante G e I se cierran y permanecen activados eléctricamente.
Para comprobar si los tres motores estin operando propiamente, se envia una
senal de prueba de 60 segundos a través de K. Una vez que K se ha cerrado, la
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energia de la bateria 1 llega a los relés R y M. El cierre de R arranca el motor 1.
El cierre de T envia energia de la bateria 1 a S. El cierre de S arranca el motor 3.

Tras un intervalo de 60 segundos, K debe abrirse, interrumpiendo la ope-
racién de los tres motores. Si K dejase de cerrarse tras los 60 segundos, los tres
temporizadores A, B y C se abririan, dejando sin energia a G y por tanto parando
el sistema. Supdngase que K se abre para dejar sin energia a G y el motor 1 para.
B y C actian de forma similar para parar el motor 2 6 el motor 3, por lo que
M o S deberian dejar de estar cerrados. En lo que sigue se analiza sélo el efecto
sobre el motor 2. El andlisis de los motores 1 y 3 se dejan como ¢jercicio al lector.

Seiial de Prueba

~Ol e

oTe
Bateria |
- [@j
F > 0—0 0—0

® 7

Motor |

A B C

Bateria 2

Motor 2

Motor 3

A

Figura 8. Un diagrama del sistema de distribucién de energia.

3.2 Seleccién de Variables

Se estd interesado en conocer el estado de operacién del motor 2. Denotemos
a esta variable aleatoria por @ y utilicemos la misma notacién que en el ejemplo

277
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Figura 9. Arbol de fallos para el motor 2.
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anterior (@ = 1 indica fallo y @ = 0 indica no fallo). La Figura 9 muestra el arbol
de fallos y los conjuntos que conducen al fallo del sistema.

Este arbol de fallos conduce al grafo dirigido de la Figura 10 como mode-
lo grafico para una red bayesiana cuya funcién de probabilidad conjunta puede
factorizarse en la forma

p(z) = p(a)p(b)p(c)p(d|a, b, c)p(eld, £, g)p(f)p(g)p(h|b, £, g)
p(i)p(jlh,i)p(k)p(lle, k)p(m)p(n|l, m)p(q|j, n).

Figura 10. Grafo dirigido miiltiplemente conexo para el sistema de distribucién de
energia (motor 2).

Las funciones de probabilidad condicionada necesarias para definir la funcién
de probabilidad conjunta se dan en la Tabla 5 (se dan sélo las probabilidades de
fallo puesto que p(no fallo) = 1 —p(fallo)). Las probabilidades marginales de los
nodos terminales A, B, C, F, G, I, K y M son

p(A =1)=0.010, p(B=1)=0.010, p(C =1)=0.010, p(F=1)=0.011
p(G =1)=0011, p(I=1)=0001, p(K =1)=0.002, p(M =1)=0.003.

Para ilustrar mejor el procedimiento de trabajo, se usa un método exacto y otro
aproximado para la propagacién de evidencia en esta red bayesiana.

3.3 Propagacién Exacta de Evidencia

La Figura 11 muestra el grafo no dirigido moralizado y triangulado que corres-
ponde al grafo dirigido de la Figura 10. En la Figura 11 se da un grafo moralizado
y triangulado asociado, junto con una numeracién perfecta de los nodos.



280 E. Castillo, J.M. Gutierrez y A.S. Hadi

I|H|p(J = 1|I,H)| |E|K|p(l=1|E,K)

11 1 1|1 1

1{0 1 1{0 0

0|1 1 0|1 0

0[O0 0 0|1 0

LIM|p(N =1|L,M)| |J[N|p(Q =1|J,N)

1(1 1 111 1

110 1 110 0

0f1 1 0|1 0

0f{0 0 0|0 0
AlBlclp(D = 114, B,C)| [D[F|G[p(E = 1D, F, G)
1|11 1 1(1(1 1
1{1(0 0 1|10 1
110]|1 0 1{0]1 1
1{0]0 0 1|10|0 1
011(1 0 0f1(1 1
0f{1{o0 0 0|1|0 1
0(0|1 0 0[0}1 1
000 0 0|00 0

p(H = 1|B, F,G)

oO~OoO~RO~O~|Q

COoOC O~~~ |y
OO~ OO~ |M

O e e e e

Tabla 5. Probabilidades condicionales de fallo de las variables del sistema de distribucién
de energia (motor 2).
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Figura 11. Grafo moralizado y triangulado asociado al grafo dirigido de la Figura 10.
Se muestra una numeracién perfecta de los nodos.

Los conglomerados, que pueden obtenerse del grafo de la Figura 11, son

C, = {4,B,C,D},C, = {B,D,E,F,G},Cs = {B,E,F,G,H}
Ci={E,H,L}, Cs={H,I,J L}, Cs;={EK,L}
Cr = {J,L,M,N},Cs = {J,N,Q},

lo que implica que la funcién de probabilidad conjunta de los nodos puede escri-
birse como funcién de las funciones potenciales como sigue:

p(z) = Y(a,b,c,d) ¥ (b, d,e, f, ) Y(b,e, f,9,h) ¥(e, h,1)

x Wi g, 1) Yle, k1) G, 1 m,m) B, m,q), ©)
donde
¥(a, b, c,d) = p(a)p(b)p(c)p(d|a,b,c) ; ¥(b,d,e, f,g) = p(f)p(g)p(eld, f, g),
(b, e, f,9,h) = p(hlb, £, 9) ;v(e,hl) =1,
P(h,1,3,1) = p(@)p(jli, h) s ¥(e, k1) = p(k)p(lle, k), (7)
¥(3,1,m,n) = p(m)p(n|l,m) s ¥, n,q) = plgli, n).

El arbol de unién correspondiente se muestra en la Figura 12.

Se usa el algoritmo de agrupamiento para obtener las probabilidades margina-
les iniciales de los nodos cuando no hay evidencia disponible. Estas probabilidades
se muestran en la Figura 13. Supdngase ahora que se tiene la evidencia K’ = 1.
Las probabilidades condicionales de los nodos dada esta evidencia se muestran en
la Figura 13. En este caso, la probabilidad de fallo aumenta pasando del valor
inicial p(Q = 1) = 0.0001 al valor p(Q = 1|K = 1) = 0.022.
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Figura 12. Un drbol de unién obtenido del grafo moralizado y triangulado de la Figura
11.

Figura 13. Probabilidades marginales (arriba), dada la evidencia K = 1 (en medio) y
dada la evidencia {E = 1, K = 1} (abajo) de los nodos para el sistema de distribucién
de energia (motor 2).
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Cuando se introduce la evidencia adicional E = 1, entonces L y N también
fallan. Consecuentemente, el sistema falla: p(Q = 1|E = 1,K = 1) = 1 (véase la
Figura 13).

3.4 Propagacién Aproximada de Evidencia

En un capitulo anterior se han introducido varios algoritmos para propagar
la evidencia de forma aproximada (véase Castillo, Bouckaert, Sarabia y Solares
[4],Bouckaert, Castillo y Gutiérrez [1], Castillo, Gutiérrez y Hadi [11], Pearl [27-
29,31]). Se ha visto que el método de la verosimilitud pesante es uno de los mas
eficientes dentro de los métodos estocasticos y que el muestreo sistemdtico y el de
bisqueda de la mdzima probabilidad son los mas eficientes dentro de los de tipo
determinista en el caso de redes con probabilidades extremas. En este caso, se
tiene una red bayesiana con tablas de probabilidad que contienen valores extremos
(ceros y unos), una situacién en la que el método de la verosimilitud pesante se
sabe que es ineficiente. Sin embargo, en lo que sigue se comparan los métodos
anteriores en el caso de esta red bayesiana (antes y después de conocer la evidencia
E=1,K=1).

La Tabla 6 da el error de la aproximacion,

error = |exacta — aproximadal,

para ambos métodos y para diferente niimero de réplicas. Claramente, el algorit-
mo de muestreo sistematico vence al de la verosimilitud pesante, conduciendo a
errores mucho mds pequeiios para el mismo nimero de réplicas. La ineficiencia del
algoritmo de la verosimilitud pesante es parcialmente debida a las probabilidades
extremas. Puesto que la mayoria de las ocurrencias tienen asociada una probabili-
dad nula, el método mas eficiente aqui es el de bisqueda de la mdzima probabilidad.
Por ejemplo, ain en el caso de que se considere un mimero de ocurrencias tan
bajo como 10, el error obtenido (no mostrado) es menor que 3 x 106,

4 Dano en Vigas de Hormigén Armado

En las Secciones 2 y 3 se han usado modelos de redes probabilisticas para
definir, de una forma sencilla, funciones de probabilidad conjunta consistentes y
directa para el caso de dos problemas de la vida real. El uso de redes bayesianas fue
sencillo en esos casos porque todas las variables eran discretas y las relaciones de
dependencia entre las variables no eran complicadas. En esta seccién se presenta
un problema en el que se mezclan variables discretas y continuas.
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Nimero Error
de Sin Evidencia E=1K=1
Simulaciones|Verosimilitud|Sistemadtico|Verosimilitud|Sistematico
100 0.00205 0.00023 0.19841 0.00650
1,000 0.00021 15.25 x 107%  0.04300 0.00292
2,000 6.26 x 10~° [3.91 x 10~%| 0.01681 0.00109
10,000 1.49 x 107 [4.35 x 10”7| 0.00302 (3.34 x 10~°
20,000 9.36 x 107% |1.22 x 10~7 0.00265 |1.78 x 10~3
50,000 5.79 x 107° |3.08 x 10~8| 0.00053 |7.66 x 10~
100,000 | 1.26 x 107° {3.06 x 10~°| 0.00011 {2.08 x 10~¢

Tabla 6. Rendimiento de los métodos de la verosimilitud pesante y de muestreo sis-
temdtico con diferentes nimeros de réplicas.

4.1 Definicién del problema

En este caso, ¢l objetivo consiste en determinar cl dafo de vigas de hormigén
armado. En esta seccién se ilustra este problema usando un modelo mixto con
variables discretas y continuas. Alternativamente, en la Seccién 5, se usan mode-
los de redes bayesianas normales (Gausianas) en los que todas las variables son
continuas. Este ejemplo, que estd tomado de Liu y Li [26] (véase también Castillo,
Gutiérrez y Hadi [13]), ha sido modificado ligeramente por motivos ilustrativos.
La primera parte de la formulacién del modelo consta de dos etapas: seleccion de
las variables e identificacién de las dependencias.

4.2 Selecciéon de las Variables

El proceso de la formulacién del modelo comienza generalmente con la selec-
cién o especificacién de un conjunto de variables de interés. Esta especificacién
corresponde a los expertos humanos en la especialidad (ingenieros civiles, en este
caso). En nuestro cjemplo, la variable objetivo (el dafio de una viga de hormigén
armado) se denota por X;. Un ingeniero civil identifica inicialmente 16 variables
(Xo,...,X24) como las variables principales que influyen en el dafio de una viga
de hormigén armado. Ademds, el ingeniero identifica siete variables intermedias
no observables (X3,...,Xg) que definen estados parciales de la estructura. La
Tabla 7 muestra la lista de variables y sus respectivas definiciones. La tabla tam-
bién muestra el cardcter continuo o discreto de cada variable. Las variables se
miden usando una escala que estd ligada directamente a la variable objetivo, es
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decir, cuanto mayor es el valor de la variable mayor es la posibilidad de dafio. Sea
X = {X},...,X24} el conjunto de todas las variables.

Xi Tipo Valores Definicién
X, |Discreta |{0,1,2,3,4}|Daifio de la viga

X, |Discreta [{0,1,2} Estado de agrietamiento

X3 [Discreta |{0,1,2} Agrietamiento por cortante
Xa |Discreta ({0,1,2} Corrosién del acero

X; [Discreta ({0,1,2} Agrietamiento por flexién
Xe |Discreta |{0,1,2} Agrietamiento por retraccién
X |Discreta |{0,1,2} Peor gricta por flexién

Xs |Discreta |{0,1,2} Estado de corrosién

Xy |Continua|(0 — 10) Debilidad de la viga
Xy0(Discreta ({0, 1,2} Flecha de la viga
X1 |Discreta ({0,1,2,3} [Posicién de la peor gricta de cortante

Xi2|Discreta {{0,1,2} Tamaiio de la peor grieta de cortante
Xi3|Discreta [{0,1,2,3} [Posicién de la peor grieta de flexién
X,4|Discreta |{0,1,2} Tamaiio de la peor grieta de flexién
X\5|Continua|(0 — 10) Longitud de la peor gricta de flexién
X6|Discreta |{0,1} Recubrimiento

X,7|Continua|(0 — 100) |Edad de la estructura
Xs8|Continua{(0 — 100) |Humedad

Xi9|Discreta |{0, 1,2} PH del aire

X20|Discreta [{0, 1, 2} Contenido de cloro en el aire
X721 |Discreta {{0,1,2,3} |Nimero de grietas de cortante
X22|Discreta ({0,1,2,3} |Nimero de grietas de flexién
X23|Discreta ({0,1,2,3} |Retraccién

X24|Discreta |{0,1,2,3} [Corrosién

Tabla 7. Definiciones de las variables que intervienen en el problema de dano de vigas
de hormigén armado.

4.3 Identificacién de las Dependencias

La etapa siguiente en la formulacién del modelo consiste en la identificacion de
la estructura de las dependencias entre las variables seleccionadas. Esta identifica-
cion corresponde también a un ingeniero civil y se hace normalmente identificando
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el menor conjunto de variables, Vec(X;), para cada variable X; tales que
p(zilz \ z:) = p(zi|Vec(X5)), (8)

donde el conjunto Vec(X;) se llama el conjunto de vecinos de X;. La ecuacién
(8) indica que la variable X; es condicionalmente independiente del conjunto
R; = X\ {Xi,Vec(X;)} dado Vec(X;). Por ello, utilizando la notacién de in-
dependencia condicional, se puede escribir I(X;, R;|Vec(X;)). Las variables y sus
correspondientes vecinos se muestran en las dos primeras columnas de la Tabla 8.
Se sigue que si X; € Vec(X;), entonces X; € Vec(Xj).

Xi Vec(Xg) II;

X1 {Xo, X10, X2} {Xs, X10, X2}
X2 {X3|X6,x53X4;X1} {X3)X61X5)X4}
Xs {X11, X12, X21, X3, X2} {X11, X12, X21, Xs}
Xa {X24, Xs, X5, X2, X13} {X24, Xs, X5, X13}
Xs {X13, X22, X7, X2, X4} {Xi13, Xa22, X7}
Xe {X23, Xs, X2} {X23, Xs}

X7 | {X14, X215, X16, X17, X8, X5} [{X14, X15, X16, X17, X5}
Xs [{X18, X190, X20, X7, X4, X6, X3} {X18, X19, X20}

Xo {X1} ¢
X10 {X1} ¢
Xn {Xs} ¢
X2 {X3} ¢
Xi3 {Xs} ¢
X14 {X7} ¢
X1s {Xz} ¢
X6 {Xz} ¢
X7 {Xz} ¢
X18 {Xs} ¢
X9 {Xs} ¢
X20 {Xs} ¢
X2 {Xs} ¢
X2z {Xs} ¢
Xaa {Xe} ¢
X24 {X4} ¢

Tabla 8. Variables y sus correspondientes vecinos, Vec(X;) y padres, II;, para el caso
del daiio de una viga de hormigén armado.
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Adicionalmente, pero opcionalmente, el ingeniero puede imponer ciertas rela-
ciones de causa-efecto entre las variables, es decir, especificar qué variables entre
las del conjunto Vec(X;) son causas directas de X; y cudles son los efectos directos
de X;. El conjunto de las causas directas de X; se conoce como el conjunto de
padres de X; y se denota por I7;.

En nuestro ejemplo, el ingeniero especifica las siguientes relaciones de causa-
efecto, tal como se muestra en la Figura 14. La variable objetivo X,, depende
fundamentalmente de tres factores: Xy, la debilidad de la viga, disponible en la
forma de un factor de dafo, X9, la flecha de la viga, y X1, su estado de agrie-
tamiento. El estado de agrietamiento, X, depende de cuatro variables: X3, el
estado de agrietamiento por cortante, X, el agrietamiento por retraccién, Xy,
la corrosién del acero, y Xs, el estado de agrietamiento por flexién. El agrieta-
miento por retraccién, Xg, depende de la retraccién, X»3 y el estado de corrosién,
Xs. La corrosién del acero, X4, estd ligada a X3, Xo4, X13 y Xs. El estado de
agrietamiento por cortante, X3, depende de cuatro factores: Xy, la posicién de
la peor grieta de cortante, X2, la anchura de la misma, X3;, el nimero de grietas
de cortante, y Xg. En el estado de agrietamiento por flexién, X5 influyen tres
variables: X3, la posicién de la peor grieta de flexion, X,;, el nimero de grietas
de flexién, y X7, la peor grieta de flexion. La variable X3 depende de X4. La
variable X7 es una funcién de cinco variables: X4, la anchura de la peor grieta
de flexién, X5, la longitud de la peor grieta de flexion, X,¢, el recubrimiento,
X171, la edad de la estructura, y Xs, el estado de corrosién. La variable X5 estd
ligada a tres variables: X,g, la humedad, X9, el PH del aire, y X5, €l contenido
de cloro en el aire.

El conjunto, de padres IT; de cada una de las variables de la Figura 14 se
muestra en la tercera columna de la Tabla 8. Si no se diesen relaciones causa-
efecto las relaciones se representarian mediante aristas no dirigidas (una linea que
conecta dos nodos).

4.4 Especificacién de Distribuciones Condicionales

Una vez que se ha especificado la estructura grifica, el ingeniero suministra un
conjunto de probabilidades condicionales sugeridas por el grafo. Para simplificar
la asignacién de probabilidades condicionales, el ingeniero supone que éstas per-
tenecen a familias paramétricas (por ejemplo, Binomial, Beta, etc.). El conjunto
de probabilidades condicionales se da en la Tabla 9, donde las cuatro variables
continuas se suponen de tipo Beta(a,b) con los pardmetros indicados y las varia-
bles discretas se suponen Binomiales B(n,p). La razén para esta eleccién es que
la distribucién beta tiene rango finito y una gran variedad de formas dependiendo
de la eleccion de los parametros.
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Figura 14. Grafo dirigido aciclico correspondiente al problema del daifio en la viga de
hormigén armado.
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La variable X puede tomar sélo cinco valores (estados): 0,1,2,3,4. Con 0 se
indica que la viga estd libre de dano y con 4 que estd seriamente danada. Los
valores intermedios, entre 0 y 4, son estados intermedios de dafo. Las restantes
variables se definen de forma similar usando una escala que estd directamente
ligada a la variable objetivo, es decir, cuanto mayores sean sus valores mayor es
el daiio.

Xi p(xilui) Familia

X p(z1|zo,Z10,22) B(4,p1(z9, T10,12))
X, p(z2|z3,z6,T4,25) B(2, p2(z3, z6,z4,25))
X3 | p(zs|ir, 12, T21,28) B(2,p3(z11,T12,T21,Z8))
X4 p(T4|T24, T8, T5) B(2, pa(z24, T8, T5,713))
Xs p(zs|z13, T22,27) B(2, ps(x13, 22, 7))
Xo p(zo|T23,78) B(2, pe(z23,73))

X7 |p(z7|z14, 215, T16, T17, T8) | B(2, p7(Z14, T15, T16, T17, Z8))
Xs p(zs|T18, T19, T20) B(2,ps(z18,Z19,Z20))
Xo f(zo) 10 * Beta(0.5, 8)
Xio p(z10) B(2,0.1)

Xn p(z11) B(3,0.2)

X2 p(z12) B(2,0.1)

X3 p(z13) B(3)

.\'14 ])(1‘14) B(2,0.1)

Xis f(z1s) 10 * Beta(1,4)

Xie p(z16) B(1,0.1)

X7 f(z17) 100 * Beta(2,6)
Xis f(z18) 100 = Beta(2,6)

Xio p(z19) B(2,0.2)

Xao P(z20) B(2,0.2)

X2 p(z21) B(3,0.2)

X22 p(:l,‘zg) B(3,0‘2)

X2s p(z23) B(3,0.1)
Xog p(z24) B(3,0.1)

Tabla 9. Probabilidades marginales y condicionadas correspondientes a la red de la
Figura 14.

Todas las variables discretas se supone que siguen una distribucién binomial
con parametros N y p, con N +1 estados posibles para cada variable. Sin embargo,
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estas distribuciones pueden reemplazarse por otras cualesquiera. El parametro
0EpE]1 se especifica como sigue. Sean w; los valores observados de los padres de
un nodo dado X;. La funcién p;(w;), i = 1,...,8, de la Tabla 9 es una funcién
que toma m; como dato y produce una probabilidad asociada al nodo Xj, es
decir, p;(m;) = h(m;). Por simplicidad considérese II; = {X,,..., X }. Entonces,
algunos posibles ejemplos de h(w;) son

M iJu;
hm) = Y- = (9)
n ; -
y
h(m) =1- [J(1 - z;/u)), (10)
j=1

donde u; es una cota superior (por ejemplo, el valor maximo) de la variable
aleatoria X;. Las funciones h(m;) en (9) y (10) crecen con valores crecientes de
IT;. También satisfacen el axioma de la probabilidad 0Eh(w;)E1. Debe senalarse
aqui que estas funciones son sélo ejemplos, dados con la intencién de ilustrar, y
que pueden reemplazarse por otras funciones con las mismas propiedades.

La Tabla 10 da las funciones h(w;) utilizadas para calcular las probabilida-
des condicionales de la Tabla 9. Alternativamente, pudiera darse una tabla de
distribuciones marginales o condicionales para cada variable discreta.

Xi p(m) h(m:)

Xl Pl($9|3«'10,32) EC (10)
X2 p2(33|16,z5114) EC
Xa[pa(z11,Z12,221,Z8) Ec
X4|pa(z24, z8, T35, Z13) Ec. (9)

Ec

Ec

Ec

Xs|ps(z13, T22,T7)

Xe|pe(z23, s) .
Xz|pr(Z14, T15, Z16, 717, T8) | Ec. (9)
Xs|ps(z18, T19,Z20) Ec. (9)

Tabla 10. Funciones de probabilidad requeridas para calcular las probabilidades con-
dicionales de la Tabla 9.
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4.5 Propagacién de Evidencia

En este ejemplo se trata con variables discretas y continuas en la misma red.
Por ello, se necesita un método de propagacién de evidencia para tratar este tipo
de red. El caso de variables continuas complica las cosas porque las sumas deben
reemplazarse por integrales y el niimero de posibles resultados se hace infinito. Los
métodos de propagacién exacta no pueden ser usados aqui porque son aplicables
s6lo cuando las variables son discretas o pertenecen a familias simples (tales como
la normal), y no existen métodos generales para redes mixtas de variables (para
un caso especial véase Lauritzen y Wermouth [25]).

Sin embargo, se pueden utilizar los métodos de propagacién aproximada. Por
su eficacia computacional y generalidad, se elige el de la verosimilitud pesante.
La propagacién de evidencia se hace usando el conjunto de probabilidades mar-
ginales y condicionales de la Tabla 9. Para ilustrar la propagacién de evidencia y
para responder a ciertas preguntas del ingeniero, se supone que éste examina una
viga de hormigén y obtiene los valores zg, ..., T4 correspondientes a las variables
observables Xy, ..., X24. Nitese que estos valores pueden medirse secuencialmen-
te. En este caso, la inferencia puede hacerse también secuencialmente. La Tabla
11, muestra las probabilidades de dafio X; de una viga dada para varios tipos
de evidencia que van desde la evidencia nula al conocimiento de los valores que
toman todas las variables zg,...,z24. Los valores de la Tabla 11 se explican e
interpretan a continuacion.

Como ejemplo ilustrativo, supéngase que se desca determinar el dafio (la va-
riable objetivo .X}) en cada una de las situaciones siguientes:

— No hay evidencia disponible. La fila correspondiente a la evidencia acu-
mulada “Ninguna”de la Tabla 10 da la probabilidad marginal inicial de cada
uno de los estados de la variable objetivo X ;. Por ejemplo, la probabilidad
de que una viga seleccionada al azar no esté danada (X, = 0) es 0.3874 y la
probabilidad de que esté seriamente danada (X; = 4) es 0.1285. Estas proba-
bilidades pueden ser interpretadas como que el 39% de las vigas son seguras
y ¢l 13% estdn seriamente danadas.

— Evidencia de dano alto. Supdngase que se tienen los datos de todas las
variables observables que se dan en la Tabla 11, donde la evidencia se obtiene
secuencialmente en el orden dado en la tabla. Las probabilidades en la fila
i-ésima de la Tabla 11 se calculan usando z9,...,z;, es decir, se basan en
evidencias acumuladas. Excepto para las variables clave Xg y Xg, los valores
de las restantes variables alcanzan valores altos, lo que da lugar a altas pro-
babilidades de dano. Como puede verse en la iltima fila de la tabla, cuando
se consideran todas las evidencias, se obtiene p(X; = 4) ~ 1, una indicacién
de que la viga esta seriamente daiada.
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Evidencia p(X, = z,|evidencia)
Disponible [z, = 0|z, = 1|z, = 2|z, = 3|z =4

Ninguna [0.3874|0.1995|0.1611{0.1235(0.1285
Xo = 0.01 |0.5747(0.0820(0.1313|0.1002{0.1118
X10=0 [0.6903(0.0651(0.0984(0.0606|0.0856
X1 =3 [0.6154(0.0779]0.1099(0.0783/0.1185
X12=2 ]0.5434/0.0914/0.1300(0.0852|0.1500
X13=3 ]0.3554(0.1033]0.1591|0.1016|0.2806
X14=2 [0.3285|0.1052]|0.1588]0.1043|0.3032
X15 =9.99/0.30810.1035{0.1535(0.1096|0.3253
Xis =1 [0.2902|0.1054{0.1546{0.1058 |0.3440
X17 = 99.9(0.2595(0.1029{0.15880.1064|0.3724
X8 =99.9/0.2074(0.1027{0.15130.1010(0.4376
X10=2 ]0.1521(0.0937}0.1396|0.0908(0.5238
X2 =2 ]0.1020{0.0813{0.1232|0.0786(0.6149
X21 =3 ]0.0773|0.0663]0.1062|0.0698 [0.6804
X22 =3 ]0.0325/0.0481(0.0717)0.0437(0.8040
X23 =3 ]0.0000{0.0000{0.0000|0.0001 (0.9999
X24=23 |0.0000(0.0000(0.00010.0000(0.9999

Tabla 11. Distribucién aproximada del daio, X, dadas las evidencias acumuladas de
Tg,...,T24 tal como indica la tabla. Los resultados se basan en 10000 réplicas.
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— Evidencia de dano bajo. Ahora, supéngase que se tienen los datos de
las variables observables dados en la Tabla 12, donde los datos se miden
secuencialmente en el orden dado en la tabla. En este caso todas las variables
toman valores bajos, lo que indica que la viga estd en buenas condiciones.
Cuando se considera toda la evidencia, la probabilidad de ausencia dafio es
tan alta como 1.

Evidencia p(X) = z,|evidencia)
Disponible|z;, = 0[z, = 1|z, = 2|z, =3[z, =4

Ninguna {0.3874(0.1995{0.16110.1235(0.1285
Xo=0 [0.5774|0.0794(0.1315]0.1002{0.1115
X10=0 [0.6928)0.0630(0.0984|0.06030.0855
Xu = 0.7128(0.055010.0872(0.0615]0.0835
X2 =0 [0.7215]0.0571{0.0883|0.05510.0780
X13=0 [0.7809(0.0438|0.0685/0.0469|0.0599
X124 =0 |[0.7817]0.0444|0.0686]0.0466|0.0587
X5 =0 [0.7927{0.0435(0.0680|0.0441|0.0517
X6 =0 [0.7941)0.0436(0.0672/0.0421(0.0530
X7 =0 (0.8030/0.0396(0.0630/0.0428(0.0516
X1s =0 [0.8447|0.0330{0.0525]0.03160.0382
X190 =0 [0.8800(0.0243]0.04340.0269(0.0254
X0 = 0.9079{0.0217{0.0320(0.0217{0.0167
X2 =0 [0.9288(0.0166]0.0274]/0.0172|0.0100
X22 =0 [0.9623|0.0086(0.0125/|0.0092(0.0074
X23 =0 [0.9857{0.0030{0.0049{0.00370.0027
X24 =0 {1.0000/0.0000(0.0000/0.0000{0.0000

Tabla 12. Probabilidades aproximadas del dafio, X, dada la evidencia acumulada de
Tg,...,T24 como se indica en la tabla. Los resultados se basan en 10000 réplicas.

5 Dano en Vigas de Hormigén Armado: El Modelo
Normal

5.1 Especificacién del modelo

En esta seccion se presenta una formulacién alternativa al ejemplo de dafio en
vigas de hormigén armado introducido en la Seccién 4. Aqui se supone que todas
las variables son continuas y se distribuyen segtin una distribucién normal.
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Es importante notar que en la préactica diferentes especialistas pueden desarro-
llar diferentes estructuras de dependencia para el mismo problema. Por otra parte,
el desarrollo de una red probabilistica consistente y no redundante es una tarea
dura, a menos que el problema pueda ser descrito mediante una red bayesiana o
Markoviana, que automadticamente conducen a consistencia. En la Seccién 4 se ha
estudiado este problema desde un punto de vista prictico, describiendo las etapas
a seguir para generar un diagrama causa-efecto tnico y consistente. Ahora se

supone que la funcién de densidad conjunta de X = {X;, X>,..., X24} es normal
multivariada N(y, X), donde p es el vector de medias de dimensién 24, X es la
matriz de covarianzas de dimensién 24 x 24, y las variables X, ..., X24 se miden

utilizando una escala continua que es consistente con la hipétesis de normalidad.
Entonces, la funcién de densidad conjunta de X puede escribirse como

24
f(@1y- -y z24) = [ filmilms), (11)
i=1
donde
i—1
filzilm) ~N | m; + Zﬂij(zj - pi)vi |, (12)

Jj=1

m; es la media condicional de Xj, v; es la varianza condicional de X; dados los
valores de II;, y B;; es el coeficiente de regresién asociado a X; y X;. Nétese que
si .Xj € IT; entonces f3;; = 0.

Alternativamente, se puede definir la funcién de densidad conjunta dando el
vector de medias y la matriz de covarianzas. Shachter and Kenley [33] dan un
método para pasar de una a otra forma de representacién.

Por ello, se puede considerar el grafo de la Figura 14 como la estructura de una
red bayesiana normal. Entonces, la etapa siguiente consiste en la definicién de la
funcién de densidad conjunta usando (11). Supéngase que las medias iniciales de
todas las variables son ceros, los coeficientes 3;; de (12) se definen como se indica
en la Figura 15, y las varianzas condicionales estdn dadas por

v = 1074, si X; es noobservable,
711, enotrocaso.

Nétese que los coeficientes de regresién son todos positivos, pues todas las varia-
bles estidn positivamente correladas. Valores mayores indican mayor dano de la
viga. Entonces la red bayesiana normal estd dada por (11). En lo que sigue se dan
ejemplos que ilustran la propagacién numérica y simbdélica de evidencia.
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Figura 15. Grafo dirigido para evaluar el dafio de una viga de hormigén armado. Los
nimeros cercanos a los enlaces son los coeficientes de regresién §;j en (12) usados para
definir la red bayesiana.
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5.2 Propagacién Numérica de Evidencia

Para propagar evidencia en la red bayesiana anterior, se usa el algoritmo in-
cremental descrito en Castillo, Gutiérrez and Hadi [13]. Para ilustrar el proceso,
se supone que el ingeniero examina una viga y obtiene secuencialmente los valores
{Z9,Z10,-..,Z24} correspondientes a las variables observables Xj,..., X24. Por
simplicidad, supéngase que la evidencia es e = {Xg = 1,..., X4 = 1}, que indica
que la viga estd seriamente danada.

De nuevo, se desea evaluar el dafio (la variable objetivo, X;). El vector de
medias y la matriz de covarianzas condicionales de las variables restantes Y =
(X1,...,Xs) dada la evidencia e, que se han obtenido usando el algoritmo incre-
mental, son

E(yle) = (2.2,3.32,2.,4.188, 3.4964, 2.76, 7.2118, 15.4236),

(0.00010 ... 0.00009 0.00003 0.00012 0.00023\
0.00006 ... 0.00008 0.00002 0.00015 0.00029
0.00005 ... 0.00004 0.00001 0.00009 0.00018
0.00005 ... 0.00010 0.00002 0.00022 0.00043
0.00009 ... 0.00019 0.00003 0.00020 0.00039
0.00003 ... 0.00003 0.00011 0.00011 0.00021
0.00012 ... 0.00020 0.00010 0.00045 0.00090
\0.00023 ... 0.00039 0.00021 0.00090 1.00200 }

Por ello, la distribucion condicional de las variables en Y es normal con el vector
de medias y la matriz de covarianzas anterior.

Nétese que en este caso, todos los elementos de la matriz de covarianzas ex-
cepto la varianza condicionada de X, son cercanos a cero, lo que indica que los
valores medios son muy buenos estimadores de E(X>,...,Xs) y razonables de
E(X,).

Se puede considerar también la evidencia en forma secuencial. La Tabla 13
muestra la media y la varianza condicionales de X, suponiendo que la evidencia se
obtiene secuencialmente en el orden indicado en la tabla. La evidencia oscila desde
ausencia total de evidencia a un completo conocimiento de todas las variables
Xo, X10, - .., Xo4. Por ejemplo, la media y la varianza inicial de X; son E(X,) =0
y Var(X,) = 19.26, respectivamente; y la media y la varianza condicionales de X,
dado X9 =1 son E(X;|Xy =1) =0.30 y Var(X,|Xe = 1) = 19.18. Nétese que
tras observar la evidencia clave Xy = 1, la media de X, aumenta de 0 a 0.3 y la
varianza decrece de 19.26 a 19.18. Como puede verse en la iltima fila de la tabla,
cuando se consideran todas las evidencias, E(X;|Xg =1,...,X24 =1) =1542y
Var(X:|Xe =1,...,X24 = 1) = 1.0, una indicacién de que la viga estd seriamente
danada. En la Figura 16 se muestran varias de las funciones de densidad de X,
resultantes de anadir nuevas evidencias. La figura muestra el dano creciente de

Var(yle) =
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la viga en las diferentes etapas, tal como cabria esperar. Nétese que la media
aumenta y la varianza disminuye, una indicacién de que la incertidumbre decrece.

Evidencia Daiio

Etapa|Disponible| Media |Varianza

0 |Ninguna 0.00 19.26
1 [Xo=1 0.30 19.18
2 [Xio=1 1.00 18.69
3 X =1 1.98 17.73
4 |X;p=1 3.24 16.14
5 |Xiza=1 4.43 17.72
6 |Xiu=1 5.35 13.88
7 | Xis=1 6.27 13.04
8 [Xie=1 6.88 12.66

9 [Xir=1 7.49 12.29
10 [ Xis=1 8.70 10.92
11 [X9=1 10.76 6.49
12 (X0 =1 12.63 2.99
13 |Xa1 =1 13.33 2.51
14 | X2 =1 14.18 1.78
15 | X3 =1 14.72 1.49
16 |X2a =1 15.42 1.00

Tabla13. Medias y varianzas del dano, X,;, dada la evidencia acumulada de
T9,T10,-.-,T24.

Puede verse de los ejemplos anteriores que cualquier pregunta hecha por el
ingeniero puede ser contestada simplemente mediante la propagacién de evidencia
usando el algoritmo incremental.

5.3 Cadlculo Simbélico

Supdngase ahora que se estd interesado en analizar el efecto de la flecha de la
viga, X9, en la variable objetivo, X;. Entonces, se considera X;o como un nodo
simbdlico. Sea E(A’IO) = "l,VaT(‘\’lo) = v,CO’U(.\’lo,‘Y]) = CO’U(‘\’l,‘\’lo) =
c. Las medias y varianzas condicionales de todos los nodos pueden calcularse
aplicando el algoritmo para propagacion simbdlica en redes bayesianas normales.
Las medias y varianzas condicionales de X; dadas las evidencias secuenciales
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Figura 16. Distribuciones condicionadas del nodo X, correspondientes a la evidencia
acumulada de la Tabla 13. El nimero de la etapa se muestra junto a cada grafica.

Xo=1,X10=1,X1 =z11,X12 = 1,X13 = 713, X14 = 1, se muestran en la
Tabla 14. Nétese que algunas evidencias (X, X)3) se dan en forma simbdlica.
Nétese que los valores de la Tabla 13 son un caso especial de los de la Tabla
14. Pueden ser obtenidos haciendo m = 0, v = 1y ¢ = 0.7 y considerando los
valores evidenciales X;; = 1,X,3 = 1. Por ello, las medias y varianzas de la
Tabla 13 pueden en realidad obtenerse de la Tabla 14 sin mas que reemplazar
los pardametros por sus valores. Por ejemplo, para el caso de la evidencia Xg =
1, X10 = 1, X1, = 11, la media condicional de X, es (c—em+0.3v+0.98vz,; ) /v =
1.98. Similarmente, la varianza condicional de X, es (—c? + 18.22v)/v = 17.73.
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Evidencia Daiio
Disponible Media Varianza
Ninguna 0 19.26
Xg=1 0.3 19.18
, c—cm+0.3v —c? +19.18v
Xwo=1 —_— _—
v v
c—cm+ 0.3v + 0.98vz), —c? +18.22v
Xn=zn
v v
, ¢ — cm + 1.56v + 0.98vzy, —c? +16.63v
Al2 = l
v v
, ¢ —cm + 1.56v + 0.98vzry; + 1.19vz13 | —c® + 15.21v
X3 =113
v v
X1 |cTCm+248v+098vzi +1.19vz18 —c? +14.37v
4=
v v

Tabla 14. Medias y varianzas condicionales de X\, inicialmente y tras la evidencia
acumulada.
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